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AVANT-PROPOS 


Ce recueil rassemble des problèmes et des exemples d’ana- 
lyse mathématique prévus pour un programme maximum du 
cours général de mathématiques des écoles supérieures tech- 
niques. Il contient plus de 3000 problèmes systématiquement 
répartis en dix chapitres et embrasse les différentes parties 
du cours de mathématiques supérieures des écoles supérieures 
techniques (excepté la géométrie analytique). Une attention 
particulière y est portée sur les parties les plus importantes 
du cours qui exigent un entraînement certain au calcul des 
limites, à la technique de la dérivation, à la construction des 
graphiques des fonctions, à la technique d'intégration, aux 
applications des intégrales définies, aux séries, à l'intégra- 
tion des équations différentielles. 

Prenant en considération le fait que dans certaines 
écoles supérieures techniques des chapitres additifs au cours 
de mathématiques sont enseignés, les auteurs ont inclus 
adans ce livre des problèmes sur la théorie du champ, la 
méthode de Fourier et le calcul numérique. Comme l'a 
prouvé la pratique de l’enseignement, le nombre de problè- 
mes figurant dans le recueil répond non seulement aux 
besoins des étudiants quant à l'assimilation pratique du 
cours de mathématiques, mais donne aussi au professeur 
la possibilité de varier le choix des problèmes dans chaque 
partie du cours pour la récapitulation et les épreuves de 
contrôle. | 


Chaque chapitre comporte une introduction théorique 
donnant les principales définitions et formules se rapportant 
au chapitre en question ainsi que des modèles de solutions 
de problèmes types particulièrement importants. À notre 
sens, cela facilitera, dans une certaine mesure, la tâche de 
l'étudiant qui fera usage de ce manuel lors de ses travaux 
individuels. On donne les réponses à tous les problèmes de 
calcul ; dans les réponses aux problèmes marqués d’un astéris- 
que (*) ou de deux astérisques (**), on donne soit des indi- 
cations sommaires pour les résoudre, soit la solution elle- 
même. Des graphiques illustrent certains problèmes pour les 
mettre plus en évidence. 

Ce recueil est le fruit d'un long travail pédagogique des 
auteurs qui durant de nombreuses années ont enseigné les 
mathématiques dans les écoles supérieures techniques de 
l'Union Soviétique. Outre les problèmes et les exemples 
originaux qu’il contient, de nombreux problèmes univer- 
sellement connus y sont aussi insérés. 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION À L'ANALYSE 


$ 1. Notion de fonction 


10 Nombres réels. Les nombres rationnels et les nombres 
irrationnels sont appelés nombres réels. On appelle valeur absolue 
d'un nombre réel a un nombre non négatif Lots | a |, défini comme 
suit: [a | = a, si a > 0, et | a | — —a, si a < 0. Quels que soient 
les deux nombres réels a et b l'inégalité 


la+b|<lal+]b] 
cst vraie. 


20. Définition de la notion de fonction. 
Si à chaque valeur*) de la grandeur variable z appartenant à un ensem- 
ble Æ correspond une et seulement une valeur finie de la grandeur y, 
on dit alors que y est une fonction (uniforme ou univoque) de x ou de 
la variable dépendante définie sur l’ensemble £E; x s'appelle la variable 
indépendante. La relation « y est fonction de zx » s’écrira de la manière 
suivante: y = f G ou y = Fix), etc. 

Si à chaque valeur z appartenant à un ensemble E il correspond 
une ou plusieurs valeurs de la grandeur variable y, on dit alors que y 
cest une fonction multiforme ou multivoque de zx définie sur l’ensemble E. 
Sauf mention contraire, les fonctions considérées seront toutes sup- 
posées uniformes. 


30. Domaine d'existence d'une fonction. 
L'ensemble des valeurs z pour lesquelles une fonction donnée est 
définie s'appelle domaine d'existence ou domaine de définition de cette 
fonction. Dans des cas les plus simples, le domaine d'existence d’une 
fonction peut être : soit un intervalle fermé (segment) [a, b], c'est-à-dire 
l'ensemble des nombres réels x satisfaisant aux inégalités a < x < b; 
soit un intervalle ouvert (intervalle) (a, b), c’est-à-dire l’ensemble des 
nombres réels vérifiant les inégalités a < z < b. On peut rencontrer 
des structures encore plus compliquées des domaines d'existence des 
fonctions (voir, par exemple, exercice 21). 


Exemple 1. Déterminer lé domaine d'existence de la fonction 
; 


Y= ——— 


z?—1 


*) Par la suite, sauf mention contraire, toutes les valeurs des 
grandeurs considérées seront supposées réelles. 
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Solution. La fonction est définie si 
2 —41>0, 


c'est-à-dire si | z | > 1. Ainsi, les deux intervalles ouverts — oo << 
< z <—1 et 1 Lr<L<+o constituent le domaine d'existence de cette 
fonction. 

40, Fonctions inverses. Si l'équation y = f(x) peut 
être résolue d’une manière unique par rapport à la variable zx, c'est-à- 
dire s’il existe une fonction x = g (y) telle que y = f [g (y)}, alors 
la fonction z = g (y) ou, revenant aux notations usuelles, la fonction 
y = g (x) s'appelle fonction inverse de la fonction y = f (x). Il est 
évident que g [f (x)] =z, c'est-à-dire que les fonctions f (x) et g (x) 
sont réciproquement inverses l’une de l'autre. 

Dans le cas général l'équation y = f (x) définit une fonction 
inverse multiforme x = f-l(y) telle que y = ff? (y)) pour tous 
es y, valeurs de la fonction f (x). 

E xemple 2. Déterminer la fonction inverse de la fonction 

y = 1—27%. 

Solution. Nous trouvons en résolvant l’équation (1) par 

rapport à z | 
27* = 1 —7y et 


__ Iggy) *) 
FT Jg2 e (2) 
Il est évident que l'intervalle — o << y < 1 est le domaine de défi- 
nition de la fonction (2). 


50. Fonctions composées et fonctions im- 
plicites. Toute fonction y de x donnée par l'égalité y = f (u) 
où u — @ (x), etc., s'appelle fonction composée ou fonction de fonction. 


Une fonction donnée par une équation nonue résolue par rapport 


à la variable dépendante s'appelle fonction implicite. Par exemple, 
l'équation 2° + y = 1 définit y comme une fonction implicite de z. 


60. Représentation graphique d'une fonc- 
tion. L'ensemble des points (x, y) du plan XOY dont les coordonnées 
sont liées entre elles par l'équation y = f (x) est appelé le graphique 
de la fonction considérée. 

1**. Démontrer que si a et b sont des nombres réels on a 

Hal—}fbH<la—-b|l<fal+lbl. 

2. Démontrer les égalités suivantes: 


5 Jab=lalios o|#|= 1 6%o: 


b) |af°=a*; d) Va =l|a|. 


*) Igz= logio x désigne le logarithme dans la base 10 du nombre z. 
In z = log,r désigne le logarithme dit « naturel » dont la base est 
le nombre e = 2,71828. (Certains auteurs préfèrent le désigner par 
Log z. N.R.) 
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3. Résoudre les inégalités: 


a) [2z+11<1; bIrz—11<]z+fil. 

4. Calculer f(—1), f(0), f(1), f(2), (3), f(4) si 
f(xz)= 2 — 62° + 117 —6. 

3 1 1 ; 

5. Calculer (0), i(—-7). f(—2), (=); 
J(=VI+S. 

6. Sois f(x) = arccos (1g x). Calculer f (GG) f(4),f(40). 

7. Soit f (x) une fonction linéaire. Déterminer cette fonc- 
tion si f(—1) = 2 et f (2) = —5. 

8. Déterminer une fonction entière rationnelle f (x) du 
deuxième degré si f (0) = 1, f (1) = 0 et f (3) = 5. 

9. On donne f (4) = —2, f (5) = 6. Calculer la valeur 
approchée de f (4, 3) supposant la fonction f (x) linéaire 
pour 4 L<zxz<9 (interpolation linéaire). 

10. En s'aidant de la valeur absolue, exprimer la fonc- 
tion 

0, pour z<O0, 
=), 
, pour z>0, 
à l’aide d’une seule formule. 
Déterminer le domaine d'existence des fonctions: 


11. à) y=Vr+i;b)y=ÿ z+1. 16. y—=V z—x. 


12. y=y—. 17. y=lg +=. 
—_—_— = 22 3r+92 
13. a) y—=Vz —2; b)y=zV z—2. 18. y—Ig _… 
14.°° die 19. y= arecos 7 . 
. E À 
15. =V —2+——— 2 20. y=arcsin (85) : 


21. Déterminer le domaine d’existence de la fonction 
= } sin 2z. 
22. f(x) = 22 — 32° — 511 + 6x — D Trouver 
pa)=+f@)+f(-2)l et (2) = + 1f (x)—f (2). 


23. La fonction f (x) définie dans le domaine symétrique 
—l<zr<lest dite paire si f (—zx) = f (x) et impaire si 
f(—z) = —f (). 
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Parmi les fonctions données ci-dessous, indiquer celles 
qui sont paires et celles qui sont impaires: 


a) f()= 7 (a+ a"); 


b) f(2)=Vi+z+e-Vi—zts; 
) fG)=ÿ G+P +) GT}; 
1 

d) (a) =le5 =; 

e) f(2)=lg(z+V1+). 

24*. Démontrer que chaque fonction f (x), définie dans 
l'intervalle —/ < r< I, peut être mise sous la somme 
d'une fonction paire et d'une fonction impaire. 

25. Démontrer que le produit de deux fonctions paires 
ou de deux fonctions impaires est une fonction paire et que 
le produit d’une fonction paire par une fonction im- 
paire est une fonction impaire. 


Fig. 1 Fig. 2 


26. La fonction f (x) est dite périodique s'il existe un 
nombre positif T (période de la fonction) tel que f (x + T) — 
— f (x) pour toutes les valeurs de z appartenant au domaine 
d'existence de la fonction f (zx). 

Parmi les fonctions données ci-dessous, indiquer celles 
qui sont périodiques et calculer leur plus petite période T : 

a) f (x) = 10 sin 37; 

b) f (x) = « sin Ar + b cos Az; 

c) f(x) = Vtgz; 

d) f(x) = sin z; 

e) f(x) = sin Vz. 

27. Exprimer la longueur du segment y — MN et l'aire 
S de la figure AMN en fonction de x — AM (fig. 1). Cons- 
truire le graphique de ces fonctions. 
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28. La densité linéaire (c'est-à-dire la masse de l'unité 
de longueur) d’une tige AB = LI (fig. 2) est respectivement 
égale à q1, qd et g: pour les segments AC = l;, CD = L et 
DB = I, (li + ls + la = D). Exprimer en fonction de zx la 
masse du segment de longueur variable AM = x de cette 
tige. Construire le graphique de cette fonction. 

29. Trouver @ [b (x)] et [op (x)l si @ (x) — x° et 1 (x) — 
"2%: 

30. Trouver f{flf(x)l} si f(x) = — 


31. Trouver f (x + 1) si f (x — 1) = 2°. 
32. Supposons que f (7) soit la somme des r premiers 
termes d’une progression arithmétique. Montrer que 


fin +3) — Sf(n + 2) + 3f(n + 1) — f (n) = 0. 
33. Montrer que si 
fa)=kz+b 


et que si les nombres z;, x, x; forment une progression 
arithmétique, alors les nombres f (z:), f (x2) et f (x:) forment 
aussi une progression arithmétique. 

34. Démontrer que si f (x) est l’exponentielle f (rx) — a* 
(a >> 0) et si les nombres z:, x, x; forment une progression 
arithmétique, alors les nombres f (x.), f (x:) et f (x:) en for- 
ment aussi une. 


35. Soit 
1 
f(x)=lg; =, 


Montrer que 


f@+1U=1(È). 


+ zy 
36. Soient œ(zx) =+ (a*+ a") et v(z) =+ (a —a"*). 
Montrer que 
p +) = (@) p &) + + (G)v (4) 
d + y) = () Ÿ GY) + p (y) (x). 
37. Calculer f (—1), f (0), f (1), si 


arcsinxz, pour —1<z<oO, 
PES arctgz, pour 0<x< + 0. 
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38. Calculer les racines positives et les racines négatives 
de la fonction y si: 


a) y=1+z; d) y=æ—3zr; 
b) y=2+r—x; e) y=le +. 
C) y—ÎÂ—xz+z; 
39. Déterminer la fonction inverse de y si: 
a) y=2r+-3; d) y=lg+; 
b) y=2—1; e) y—=arctg 3x. 
) y=y 1-5; 
Quels sont les domaines de définition de ces fonctions 


inverses ? 
40. Etant donné la fonction 


zx, pour z<0, 
17 | 2, pour z>0, 


trouver sa fonction inverse. 

41. Mettre les fonctions données sous forme d’une suite 
d’égalités telles que chaque terme de cette suite soit consti- 
tué d’une fonction élémentaire (puissance, exponentielle, 
trigonométrique, etc.): 

a) y=(2z—5)0; ec) y=lgtg =; 

b) y— 2008 x; d) y = arcsin (3-**). 


42. Les fonctions composées sont données par une suite 
d'’égalités. Les écrire à l’aide d’une seule égalité: 


a) y=ui, u=sinz; 
b) y=erctgu, u=Vv, v=lgz: 
2u, si u<O, 
c) y = | 0, siu>0; 
u—2— 1. 
16 


43. Trouver l'expression explicite des fonctions y dou- 
nées par les équations: 


a) z° — arccos y = 11; 

b) 10° + 107 = 10; 

c)z+l|yl= 2y. 

Déterminer leurs domaines d'existence. 


$ 2. Graphiques des fonctions élémentaires 


On construit habituellement le graphique d’une fonction y — } (x) 
en se donnant un réseau de points suffisamment dense M; (zxi, yi) 
où y; = f (zi) ( = 0, 1, 2,...) et en réunissant ces points par une 


Fig. 3 


courbe qui prend en considération la position des points intermédiaires. 
L'emploi de la règle à calcul est recommandé pour les calculs. 

La construction des graphiques en général est facilitée par la 
connaissance des graphiques des principales fonctions élémentaires 
(voir appendice VI). En partant du graphique T de la fonction 


y=f( 


et à l’aide de constructions géométriques élémentaires, on construil 
le graphique des fonctions suivantes: 

1) y = — f (x), le graphique F a subi une symétrie par rapport 
à l'axe OX; 


2—0361 T1 


2) ya = f (— x), le graphique T a subi une symétrie par rap- 
port à l'axe + | | 

3) ys = f (x — a), le graphique l'est translaté suivant l'axe OX 
de la grandeur a; | | | 

4) y, = b + f (x), le graphique F est translaté suivant l'axe OY 
de la grandeur b (fig. 3). | | 

Exemple. Construire le graphique de la fonction 


y=sin (=-5) . 
4 


Solution. La courbe cherchée est la sinusoïde y = sin zx 


translatée vers la droite suivant l'axe OX de la quantité 2 (fig. 4). 
Construire les graphiques des fonctions linéaires (droites) : 
Ga. y = kr, si k—0, 1,2, +, —1, —2. 

45. y = zx + b, si b = 0, 1, 2, —1, —2. 


46. y = 1,5xz + 2. 


Construire les graphiques des fonctions rationnelles entiè- 
res du second degré (paraboles): 
47. ya, si a —1, 2, +, —1, —2, 0. 

48. y=2 +c, si c—=0, 1, 2, —1. 

49. y = (zx — zo)*, si zo = 0, 1, 2, —1. 

50. y = yo + (z — 1)*, si yo — 0, 1, 2, —1. 

51*. y—= a +bz+oe, si 1) a = 1, b — —2, c = 3; 
2) a = —2, b=6, c = 0. 

52. y—2+zxr — zx. Déterminer les points d'’intersec- 
tion de cette parabole avec l'axe OX. 


Construire les graphiques des fonctions entières ration- 
nelles de degrés supérieurs à deux: 


53*. y — 2° (parabole cubique). 
54. y = 2 + (x — 1}. 
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55. y —= 2 — 3x + 2. 
56. y = xt. 


57. y = 2x? — ri. 


Construire les graphiques des fonctions homographiques 
(hyperboles) : | 


58*. y——+. 
æ 
59. y= —— 
60. vi 
61%. y—Yo+ _ » AVEC To = 1, Yo= — 1, m—6. 
62*. = 
Construire les graphiques des fonctions rationnelles : 
63. y=z+—. 65*. y= +. 
64. y _— 66. y=—+— 


67*. y = AT («l'agnésienne»). 
68. = («serpentin de Newton»). 

1 
69. y=T + 7 : 
70. y=2+ (crident de Newton). | 
Construire les graphiques des fonctions irrationnelles : 
71 y=Vz. 
72. y = ÿz. L 
73*. y—;}/ x? («parabole de Neiles). 
74. y= + zVz («parabole semi-cubiquer). 
79%. y= + SV (ellipse). 
76. y=+ V1 —1 (kyperbole). 
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77. 


78*. 


79. 


1 
Vie 


y=+x 1” —— (cissoide de Diocles). 


y=+z} 25 — r°, 


Construire les graphiques des fonctions trigonométriques : 


80*. y—sin zx. 
81*. y—= cos x. 
82*. y—=tgzx. 
83*. y—ctgz. 
84*. y — sec zx. 
85*. y — cosec +. 
86. y—Asinz, si A—1, 10, +, —2. 
87*. y—sinnx, si n=1, 2,3, J. 
: à T 37 EL 4 

88. y—sin(r—q), si p=0, —, —, 1, —— 
89*. y —5 sin (27 —3). 
90*. y—asinz+bcosz, si a—6, b— —8. 
91. y—sinz+cosz. 
92*. y — cos? x. 
93*. y—z+sin zx. 
94.* y—zsinz. 
95. y—tg" zx. 
96. y—1—20cos zx. 
97. y—sin z—+ sin 8z. 
98. y=cosz+— cos 2z. 

T 
99*. y = COS — . 
100. y= + V'sin x. 


Construire les graphiques des fonctions puissances et des 
fonctions logarithmiques: 


101. y—a*, si a—2, +, e(e—2,118...)*). 
102%. y—logaz, si a=10, 2, +, e. 
103*. y—=shz, où shz— L(e"—e*). 
104*. y—chz, où chz=5 (ete). 


sh x 
chz 


105*. y—thz, où thz— 


{ 
106. y—10*. 


107*. y—e-* (courbe en cloche). 
1 

108. y=2 %. 

109. y = Ig 2°. 


110. y—Ilg° x. 

111. y =Ig(Igz). 
1 

112. y— = 


114. y—lg(—7x). 

115. y= log (1 + x). 

116. y—Ig(cosx). 

117. y—2%sinx. 
| Construire les graphiques des fonctions trigonoméetriques 
inverses : 

118*. y = arcsin x. 

119%. y = arccos x. 

120*. y = arctg x. 

121%. y=arcctg x. 


*) A propos du nombre e voir page 26. 
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122. y—=arcsin _- : 


123. y = arccos + S 
124. y—=zxz+arcctg x. 
Construire les graphiques des fonctions: 
125. y = |z |. 
126. y=+(c+1z). 
127. a) y=z|zxzl|; b) y = logys |z |. 
128. a) y = sinxz + |sinxz]|; b) y — sinxz—|sinz|. 
150. r-{ nd pour |xz|<1, 
er : pour |[z|>1. 
130. a) y = (xl, b) y — x — [x], où par {xl on note 


la partie entière du nombre zx, c’est-à-dire le plus grand 
nombre entier plus petit ou égal à zx. 


Construire les graphiques des fonctions données en coor- 


données polaires (r, @) (r > 0): 


131. r = 1. 

132%. r — + (spirale d’Archimède). 
133%. r — e9 (spirale logarithmique). 
134%. r — = (spirale hyperbolique). 
135. r — 2 cs @ (circonférence). 

136. r — no (droite). 

137. r = sec? + (parabole). 


138*. r — 10 sin 3q (rosace à trois boucles). 
139%. r = a (1 + cos) (a > 0) (cardioïde). 
140%. 7? = a° cos 29 (a > 0) (lemniscate). 


Construire les graphiques des fonctions données sous 


forme paramétrique : 
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141%. z = ®, y = À (parabole semi-cubique). 
142%. x = 10 cost, y = sin t (ellipse). 


143*. x — 10 cos t, y — 10 sin* £{ (astroïde). 
144%. zx = a (cost + tsint), y = a(sinft — tcost) 
(développante ” Re 


145%. z = ——— x (folium de Descartes). 


ET 14e Es 
146. = 7 , Yy= ex (demi-circonférence). 
447. 2 +291, y = 2! — 2 (branche d'hyperbole). 
148. x = 2 cos t, y — 2 sin* { (segment de droite). 
149. z=t—Ë, y=Ë 6. 

150. x — a (2 cos t — cos 2t), y = a (2 sin t{ — sin 2f) 

(cardioïide). 

Construire les graphiques des fonctions données sous 
forme implicite: 

151%. 2 + y = 25 (cercle). 

152. zy = 12 (hyperbole). 

153*. y? — (parabole). 


154. + 1 (ellipse). 


155. y? = z° (100 — x°). 
der 
196%. x23 Ly3—a3 (astroide). 


157%. z + y = 10 Ig y. 
158. zx? = cos y. 


# 
159%. V x + y: + («spirale logarithmique»).. 
+60*. 2° + y9 — 3zy — O (« folium de Descartes »). 


161. Etablir la formule qui permet de passer de l’échelle 
Celsius (C) à l'échelle Fahrenheit (F), si on sait qu’à:0° C 
correspondent . 32° F et qu'à 100° C correspondent 212°F. 

Construire le graphique de la fonction obtenue. 

162. Un rectangle est inscrit dans un triangle de base 
b — 10 et de hauteur k — 6 (fig. 5). Exprimer l’aire y de ce 
rectangle en fonction de sa base x. 

Construire le graphique de cette fonction et trouver sa 
plus grande valeur. 

163. Dans le triangle ACB le côté BC = a, le côté 


JZN 
AC = b et l'angle variable ACB = x (fig. 6). 
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Exprimer l'aire y du triangle ABC en fonction de x 
Construire le graphique de cette fonction et trouver sa plus 
grande valeur. 


À 
Le] 
8 
2 
Fig. S Fig. 6 

164. Résoudre graphiquement les équations: 

a) 22 — 57 +2 —0; d) 10° — zx; 

b)  +z—1—0;: e) x = 1 + 0,5 sin z; 

c) Igz = 0,1z; f) ctgzr—=z (0<z<r). 


165. Résoudre graphiquement les systèmes d'équations: 
a) zy = 1, z + y = 7; 

b) zy = 6, 2° + y° = 13; 

Ca —xz+y—=4, y° — 2x = 0; 

d) + y = 10, z+y = 6; 

e) y = sinxz, y =cosz (0<zrz< 21). 


$S 3. Limites 
19. Limite d'une suite. Le nombre a est dit limite de la 
SUËLE Ty, Laye + +3 Zn + + + OÙ 


lim Zn = 4 
N—»O00 


si, pour chaque € >> 0, il existe un nombre NW = N (e) tel que 
|z, —al<epour nr > N. 
Exemple 1. Montrer que 


.. .2n+1 , 
nn 5 
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Solution. Formons la différence 


2n +1 : 1 
ni  n+1 


Nous avons en évaluant la valeur absolue de cette différence : 
2n +1 
n+1 


— 


9 nr (2) 


si 


n> TAN (6). 


Ainsi, pour chaque nombre positif # on peut trouver un nombre 
= = 1 tel que pour n > N, l'inégalité (2) est satisfaite. Par 
2n + 1 


conséquent, le nombre 2 est la limite de la suite x, — Pr , c'est-à- 


dire que la formule (1) est vraie. 


20. Limite d'une fonction. On dit que la fonction 
f(x) —-A pour z-» a (A et a sont des nombres) ou 


lim f(z) = 4, 


si, pour chaque € >> O0 arbitraire, il existe un nombre Ô = Ô (e) > 0 


tel que 
|f()—A]<e pour 0<|z—a|<é&. 


D'une manière analogue, on définit 
L lim f(x) = À, 


ñn—+00 


L4 


si [f()—Al<e pour Iz|> NAN (e). 
On utilisera de même la notation conventionnelle suivante 


lim f (x) = o, 


qui veut dire que |f (x) | > E pour 0<]r—a|<Ô(£), où E est 
un nombre arbitraire positif. 

30. Limite à droitcet limite à gauche. 
On convient d'écrire x —> a — Osixz <aetz —+ a; de même, z — a +0 
si z>a et z—+a. Les nombres 

f(a— 0) = limf(r) et f (a + 0) = lim f (x) 
x—a—0 x—a<+0 

s'appellent respectivement limite à gauche et limite à droite de la fonc- 
tion f (z) au point a (si ces nombres existent). 


Pour l'existence de la limite d’une fonction f (r) lorsque z + a 
il faut et il suffit que soit vérifiée l'égalité 


f(a—0)=ÿf{(a+ 0). 
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Si les limites lim f(x) et lim f(x) existent, on a les théorèmes 
x a <a 
suivants : 
1) Lim {f1 (x) + fe (x)] = lim f1 (x) + lim fe (x) ; 
x a xa x a 


2) lim [1 (>) f2 (2) un f1 (2) “lim f2 (x) ; 


3) im [f (z)/f2 (2)] = lin fi ()/lim f2 (x) (im f2(x) Æ 0)- 


Les limites suivantes 


et 


lim (1+2)"=tim (+ &)Ÿ = e= 2,71828.. 
X— 00 z a—0 
sont fréquemment employées. 


Exemple 2. Trouver les limites à droite ct à gauche de la 
fonction 
Î (x) = arctg = 
pour z—+ 0. 
Solution. On a 
| 1 LL 
f (+0) — lim (arctg —) = 
et 
‘ x 
f(—0) Fou (arcte =) = 7. 


Il est évident que pour z — 0 la limite de la fonction/f (x) 
n'existe pas. 
166. Démontrer que pour nr —> oo la limite de la suite 
1 1 1 
1 


4° 9 ? 7 n2 °°° 


est égale à 0. Pour quelles valeurs de nr l'inégalité 
1 
nr <E 
est vérifiée (e étant un nombre positif arbitraire)? 
Effectuer le calcul numérique pour a) & = 0,1; b) e — 


= 0,01; c) e — 0,001. 
167. Démontrer que la limite de la suite 


ang r=i, 255.) 
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pour rz —+ oo est égale à 1. Pour quelles valeurs de r > N 
l'inégalité 


| Zn — 1 [<< & 
est vérifiée (e étant un nombre arbitraire positif)? 


Déterminer N si a) e = 0,1; b) 8e = 0,01 ; c) e — 0,001. 
168. Démontrer que 


lim 2° = 4. 


x—2 


Pour e positif donné déterminer le nombre positif Ô 
pour que de l’inégalité 


[z—21<Ô 
découle l'inégalité 
| — 4|<e. 


Calculer 6, si a) e = 0,1; b) e = 0,01; c) e — 0,001. 
169. Expliciter le véritable sens des écritures conven- 
tionnelles suivantes: 


a) limilgz = —o; b) lim 2° = +; c) lim f (x) — 
x—>+0 X—++-00 X—+00 
= C0. 


170. Trouver les limites des suites: 


4 1 1 —1ÿn1 
a) 1, 7 9 3 ? Se 
4 6 2n è 
b) , 3° D r°°°%9n 241 '°:"? 


) V2, V2V2, V2V2y2,. 
d) 0,2; da PA 0,2333:'.:- 
Trouver les limites: 


474. lim (++ ++ +): 
172. lim COUDES. 


ñn#+00 
173. lim [SRE C0 LES 2 2]. 


174. lim EC . 


no 1—(—1)7 


2ntl-L3n+1 


: 1 1 1 1 
176. . a (+++ . +%) . 


— {jyn-1 
177. lin (1444 mt. + =]. 
178%. lim EPS, 

ñn—00 


179. lim(YVr+1—Vn). 


| nsinn! 
180. lin HET 


Lorsqu'on veut déterminer la limite du rapport de deux polynô- 
mes en z pour zx —æ co, il est avantageux de diviser le numérateur 
et le dénominateur par z',n étant le plus grand des degrés de ces 
deux polynômes. 

On peut souvent appliquer un procédé analogue aux fractions 
contenant des quantités irrationnelles. 


Exemple f. 
3 5 6 
lim = 9 Gr+5) Ge —0) _ ji (2-=) (3+2) (4-—) _ 
X—r00 3x +z—1 do 345 
. 2-34 
- 1 
Exemple 2. TEE —— = lim ————— — 1. 
(z +1} ._  2r®—3r —4 
er. ME: D 
182. lim 10007 182 bn 
X—+00 z®—1 X— 00 +5 en 
; 22 — 5z 1 : x? 
ju: MARS 
SN ber-ur 1er È 
._ 2r—r+3 …_ 241 
185. lim CG , 490. lim V= 


x+00 5 | sat 7 Vz+Vyz | 
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Si P (z) et Q (x) sont deux polynômes et P (a) - 0 ou Q (a) 0, 
la limite de la fraction rationnelle 
: P (x) 
| 
ra QU) 


se détermine directement. | 
Si P(a) = Q (a) = 0, il est recommandé alors de simplifier 


fraction 5e Dur le binôme. << autant-de foistqu'il le faudra. 
Exemple 3. 
ME ne CV LE Mu 
191. lim ET - 195. lim ET - 
192. lim — . 196. lim EURE . 
193. lim RE 197. lim EE | 
194. rca 7 où 198. lim (+) | 


Les expressions qui contiennent des irrationnalités peuvent être 
ramenées dans de nombreux cas à des expressions rationnelles par 
l'introduction d’une nouvelle variable. 


Exemple 4. Trouver 


lim Vi+z—1 


z+0 WTEz—1 


Solution. Posons 


1 + ZT — y, 
il vient: 
lim_Vi+s=1 dl je Vey rl. 3 
x+0 V'1+z—1 y—i y — yi +1 2 
199. lim V==1 201. lim Ÿ” 
X— 1 z—1 x 1 /z—1 
- : er 3 
200. lim -V==$ 202. lim 720 °T! 
x-»6 4 Y/3—4 X— 1 ( 1)° 


Un autre procédé pour déterminer la limite d'une expression 
irrationnelle consiste à faire passer au numérateur l'irrationnalité 
du dénominateur ou, inversement, du numérateur au dénominateur. 
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Exemple 5. 


Vz-Va Va : z—a 


li = ln ——— — 
me 278 eee) (Vs+ Ve | 
— li _ —— = 
ns Vz+ Va 2 Va (a 70) 
2— Vz—3 .… 3—V/5+z 
203. lim 525 206 lim [VE 
204. lim — 207. lim V1+E=Vi—E 
x—+8 z— 2 x+0 “ 
205. lim et. 208. lim Vz+h Vs 
x 1 /'z—1 Rh—0 
9. lim AL im de 
h—+0 : 


VA—2:+6—V2+2r—6 
210. lim ES ” 


211. Tim  (Vr+a—Vz x). 

212. ‘im \Vrcra al 214. Jim z(Vr+1—2). 
213. im m—5zr+6—72). 215. im (+912). 
Pour ae. les limites des expressions dons. on aura dans 


plusieurs cas recours à la formule 
sinz 


lim = 4 


x0 _ TZ 


et on suppose connu que lim sin zx = sinaet lim cos z=cos a. 


X—0 <—+a 
Exemple 6. 
. Sin9 : sin 97 
Re 
216. a) lim = ; 220. lim (x sin +) . 
x—2 ñn—+00 
b) lim — 
X—+00 z 
217. limit, 221. lim , 
x—0 x—0 
218. lim 2% . 222, lim #R2—SRe , 
x—0 x—a 
Sin F7 .  COSz—COosa 
219. ns Sin3xz ° 223. a . 
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224. lim Le 231. lim 1=2%%87 


_o z+2 n T—3z ? 
3 
295. lim sin(z+h)—sinz | 232. lim COS MI — COS n1 | 
Ræ0 h x—0 zè 
226. lim RE 233. limt8#=sinz, 
.# —tgz x0 z$ 
& 
227. a) lim zsin À , 234. lim =, 
x—0 * x+0 z 
b) lim zsin +. 235. lime, 
Xx—+00 z x0 ID 3z 
; az .__ 1—22 
228. Him (1— 2) tg—- . 236. PET TR 


’ LE . Z—Ssin 2r 
229. lim ctg 27 ctg ( D z) . 231. lim CCE 


1— sin _. cos 
230. lim ————— . 238. lim ——— . 
XI n—2z X—1{ 1—V/Zz 
239. lim Veosz | 
x—0 - 
240. lim Vi+sinz—V/1—sinz | 
x—0 ” 
Pour trouver les limites du type 
lim [p (z)]b(n)= C (3) 
+x+a 


il faut avoir en vue que: 
4) si les limites 


lim (zx) = 4 et limyp(z) =8B 
x a | XrQ 
existent et sont finies, alors C = AB: 
2) si ie p(z)=4Æ#1et lim (z)==—+ oo, la détermination de 
—+Q 
la limite 3) se fait immédiatement : 
3) si np et lim 1 (x) = oo, on pose oeillets où 


X—a 
a(r) —+ 0 pour z—a ct, par conséquent, 


A 
lim a(x) (x) lim [g(x) -1]b(x) 
C = ira {+ a (2)]* a (x) Je = era — exa 


où es est la base des kogarithmes naturels. 
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Exemple 7. Calculer la limite 
; sin 2r \ i+x 
lim (=) . 
x—0 vd 
Solution. On a ici 
lim sin 2z 


x—0 


=2et lim(i+z)—1; 
x—+0 


par conséquent, 
( sin 2r ) 1+x 
2 


lim 
x—+0 


Exemple 8. Calculer la limite 


et 


Par suite, 
lim (ÈS) De 
Exemple 9. Calculer la limite 
| z—1\x 
ln (SFr) 


Solution. Ona 


= 


En faisant la transformation indiquée ci-dessus, on trouve 


dim (5) "= tin [+ (1) = 


E -2x 2 
+ IUT xoe#ti 
— lim t+( (5) | = € =te 


X—H00 
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Dans le cas donné, on peut trouver la limite d’une manière 
plus simple : 


(Es) = 1m Es) EST 


X—>00 


21. lim (SE) 248. lin (ir) ". 
242. lim (Er) 249. lim (25)* 
_2x 
248. lin (+). 250. lim (1++)" 
sin x 1 
244. lim res me 251. lim (1 +sin x)”; 


245. 


# ,° 252**, li , 
DER a) lim (cos x) 


1 
b) lim (cos x) *. 
x—0 


lim ( ee) = 
sus 

246. lim ( 
Her 

247. lim (1 +2)". 


Pour résoudre les exercices ci-dessous, il est utile de savoir que 
si la limite lim f (x) existe et est positive alors 


lim [Inf(z)}=in [lim f(x)]. 
x-+a x+a 


Exemple 10. Démontrer que 


lim NA+z) _ 1. 
x—0 F 


(°) 


Solution. Ona 


1 1 
lim ELA Gr lim {ln (4+ 7)“ ]=In [lim (1 +2) *]=lne=1. 
xz—0 z x—+0 x—+0 
83—0361 


33 


La formule (*) est fréquemment utilisée pour trouver les limites 
suivantes : 


253. lim [In (2z+41)—In(x+2)]. 


254. limEŒFNE 260». lim n (/a—1) (a>0). 


x—0 
; =) eax—ebx 
255. 1 — |] . 261. lim : 
lim (= (ny rs x—0 Z 
256. lim zfin da zx]. 
X—+—+ 00 
267: lime. 262. lim1=—. 
x—0 Z° x0 Sin T 
258*. lim =, 263. a) lim? : 
x—0 T x0 7 
259%. lim 1 (a>>0). b) lim 221 
x—0 Z x—0 z° 


(voir les exemples 103 et 104). 
Trouver les limites à gauche et à droite: 


264. a) lim ———; 268. a) lim Ie , 


X-r— 00 VA 2+1 x—+—0 
b) lim —?— , b) lim Jsinzl, 
Xx->+oo V/z°+1 x»+0 7 
265. a) lim thz; 269. a) lim _ 
XP — 00 x-v1—0 |z— Tz—11 * 
b) limthz, b) lim Hs 
X—+—00 x-+1-+0 [z—11 
« et —e"* 
ou hi . 
266. li 2 
Fer Le ose) un z—2 ° 
1+te* 
b) lim —{- b) lim ; 
x->+0 _— x+2+0 it —2 
1+te” 
267. a) lim HO; 
X—+ — 00 ed 
b) lim MA+e), 
X—+—+ 00 _ 
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Construire les graphiques des fonctions : 
271**. y= lim (cos®" x). 
ñn-+00 


272%. y=lim rer = &Z0). 


273. _. V z° + a. 
a—0 


274. y= lim (arctg rx). 


275. y=limy/1+z" (z>0). 


276. Transformer en fraction ordinaire la fraction pério- 
dique mixte 


a = 0,13555... 


en la considérant comme limite de fractions finies corres- 
pondantes. 
277. Que deviennent les racines de l'équation de second 
degré 
az + br +c—=0 


si le coefficient a tend vers 0 et les coefficients b et c sont 
constants, en outre b 0? 

278. Trouver la limite de l’angle intérieur d’un polygône 
régulier à n côtés lorsque 7 —> co. 

279. Trouver la limite des périmètres des polygônes 
réguliers à x côtés inscrits et circonscrits à un cercle de 
rayon À lorsque 7 —+ co. 

280. Trouver la limite de la somme des longueurs des 
ordonnées de la courbe 


y = e* COS NZ, 


menées aux points z = 0, 1, 2, ., R lorsque 7 —+ oo. 
281. Trouver la limite de la somme des aires des carrés 
ayant pour bases les ordonnées de la courbe 


y = 21 


aux points x = 1, 2, 3, ..., n, lorsque n —+ oo. 

282. Trouver la limite pour 7 —+ du périmètre d’une 
ligne brisée M ,M1 ... M, inscrite dans la spirale loga- 
rithmique 

r = e 


? 
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si les sommets de cette ligne brisée ont pour angles polaires 


EL nx 
Po = 0, RE Pan — —— : 


283. Le segment AB — a (fig. 7) est partagé en n seg- 
ments égaux et sur chacun d’eux pris comme base on cons- 
truit un triangle isocèle d'angle de base & — 45°. Montrer 
que la limite du périmètre de la ligne brisée ainsi construite 
n'est pas égale à la longueur du 
segment AB, bien qu’à la limite 
cette ligne brisée « se confonde géo- 
métriquement avec le segment À B ». 


A 8 
€& 


Fig. 7 


284. Le point C;: partage le segment AB = LI en deux 
parties égales, le point C>; partage le segment AC; en deux 
parties égales, le point C'; partage le segment CC; en deux 
parties égales, le point C4, partage le segment C-C; en deux 
parties égales, etc. Déterminer la position limite du point 
Ch lorsque 7 —+ oo. 

285. Le côté de l’angle droit a d'un triangle rectangle 
est partagé en z segments égaux et sur chacun d'eux comme 
base on construit un rectangle inscrit dans le triangle (fig. 8). 
Déterminer la limite des aires de la figure en escalier ainsi 
construite lorsque 7 —+ co. 

286. Déterminer les constantes Æ et b à partir de l’équa- 
tion 

lim (kr+ b— 5) —0. (1) 


Xx-+00 z° +1 


Donner l'interprétation géométrique de l'égalité (1). 
287*. Un processus chimique donné s'’accomplit de 
manière que l'accroissement de la quantité de la matière pour 
chaque intervalle de temps + d’une suite infinie d’interval- 
les (it, (i + 1) Tt) (i = 0, 1, 2, . ..) est proportionnel à la 
quantité de matière au début de cet intervalle et à sa durée. 
On suppose qu’à l'instant initial la quantité de matière 
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est Qo. Déterminer la quantité de matière Qf"” au bout du 
temps t s’il y a accroissement de la quantité de matière pour 


chaque n-ème partie de l'intervalle de temps T — +. 
Trouver Q, = lim Q?”. 


n—+00 


$ 4. Infiniment petits et infiniment grands 


10. Infiniment petits. Si 


lim a (zx) = 0, 
<a 


c’est-à-dire si | & (zx) | << e, pour 0 <]z— a |< Ô (2), on dit alors 
que la fonction a (x) est infiniment petite pour x + a. De même, on 
a une définition analogue pour les infiniment petits « (z) lorsque 
Z —> ©. 

La somme et le produit d'un nombre fini d’infiniment petits 
pour z —+ «a sont aussi des infiniment petits pour x —+ a. 

Si a (z) et BP (x) sont infiniment petits pour rz + a avec 


nee 


xa B(x) a 


où C est un nombre différent de 0, on dit alors que les fonctions «a (x) 
et B (zx) sont des infiniment petits du même ordre; si C = 0, on dit 
alors que la fonction «a (x) est un infiniment petit d'ordre supérieur par 
rapport à la fonction B (x). La fonction «a (x) est un infiniment petit 
d'ordre r par rapport à la fonction B (x) si 


: aœ(z) 
ED an 


où OL|C|<+0c0. 
Si 


lim œ (x) 
xa B(z) 
on dit que les fonctions a (x) et $ (x) sont équivalentes pour x + a: 
a (x) — À (x). 
Par exemple, pour z—+0, on a 
sinz zx; tgrz=z; In({+z) - zx, etc. 
La somme de doux infiniment petits d'ordres différents est équi- 
valente à celui des infiniment petits dont l’ordre est le plus petit. 
La limite du rapport de deux infiniment petits reste inchangée 


si on remplace les termes du rapport par des infiniment petits équi- 
valents. En vertu de ce théorème, pour trouver la limite de la fraction 


—1, 


où a (r) + O0 et B (x) —+ O pour x —+ a, on peut négliger (ou ajouter) 
au numérateur et au dénominateur de la fraction des infiniment. 
petits d'ordre supérieur choisis de manière que ces dernières expres- 
sions soient équivalentes aux expressions initiales. 


Exemple 1. 
PRE 
nee Ve À 
za In({+2z) x0 27 
20. Infiniment grands. Si pour un nombre arbitraire- 


ment grand Y il existe un nombre à (W) tel que pour0 <|r—a|< 
<Ô(N) l'inégalité | 
[f@OI>œY 


soit satisfaite, on dit que f (x) est un infiniment grand pour x —+ «a. 

De même, on a une définition analogue pour les infiniment 
grands f (x) lorsque z —+ co. Comme on l’a fait pour les infiniment 
petits, on introduit la notion d'infiniment grand La différents ordres. 


288. Démontrer que la fonction 
sin x 
fe) = —— 
est un infiniment petit pour zx — oc. Pour quelles valeurs 
de x l'inégalité 
IfG)I< e 


est vérifiée, £ étant un nombre arbitraire? 


Effectuer les calculs numériques pour: a) e — 0,1; 
b) e — 0,01; c) e = 0,001. 
289. Démontrer que la fonction 


fa) =1-2 


est un infiniment petit pour z — 1. Pour quelles valeurs 
de x l'inégalité 


[fG)I<e 


est vérifiée, e étant un nombre positif arbitraire ? Effectuer 
les calculs numériques pour: a) e — 0,1; b) e — 0,01; 
c) e — 0,001. 

290. Démontrer que la fonction 


1 
= 
est un infiniment grand pour z — 2. Pour quels voisinages 
|z — 2 [<< Ô l'inégalité 
FfOI>N 
est satisfaite si V est un nombre positif arbitraire ? 
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Déterminer 6, si a) N = 10; b) N — 100; c) N — 1000. 

291. Déterminer le degré des infiniment petits suivants: 
a) de la surface de la sphère, b) du volume de la sphère, 
si le rayon r de cette sphère est un infiniment petit du 
premier ordre. Quels sont les degrés des | 
infiniment petits du rayon de la sphère 
et du volume de la sphère par rapport 
à la surface de cette sphère? 

292. Supposons que l'angle au centre 
a d'un secteur circulaire ABO fig. 9) 
de rayon À tende vers 0. Déterminer 
le degré des infiniment petits par rap- 
port à’l’infiniment petit «& : a) de la corde 0 
AB; [b)’ de la «flèche» CD; c) de FE 
l’aire du triangle ABD. 

293. Déterminer pour z—+ 0 le degré des infiniment 
petits par rapport à x des fonctions: 


a) = : d) 1—cosz; 
b) Vr+Vz:; e) tgz—sinz. 
c) VV; 


294. Montrer que la longueur d’un arc de cercle infini- 
ment petit de rayon constant est équivalente à la longueur 
de la corde qu'elle sous-tend. 

295. Est-ce qu’un segment de droite infiniment petit et 
la demi-circonférence infiniment petite construite sur ce 
segment comme diamètre sont des infiniment petits équiva- 
lents ? 

En s’aidant du théorème relatif au rapport de deux infi- 
niment petits, on demande de trouver les limites: 


à in 3r-sin 5x : In z 
296. lim 72 , 298. lim 
x—0 (x — 2%)" x 1 1—2z 
arcsin Vi : 
; — T° É COS z — COS 2z 
297. LE — hs : 299. Ju D ETTEE " 


300. Montrer que pour z—>0 les expressions + et 


V1+z—1 sont équivalentes. En partant de ce résultat, 
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montrer que pour |x| infiniment petit l'égalité approchée 
Vi+zsi++ (1) 


est vraie. 
On demande, en appliquant la formule (1), de calculer 
approximativement : 


a) V1,06: b) V 0,97; c) V 10; d) V 120 


et de comparer les valeurs trouvées avec les valeurs corres- 
pondantes données par les tables. 

301. Montrer que pour x —+ 0, en négligeant les termes 
d'ordre z*°, les égalités approchées suivantes sont vraies: 


a) 
b) Vétrvats (a > 0); 
c) +z)" = 1 + nz (n entier); 


d) Ig (4 + zx) = Mix, 
où M = Ige — 0,43429 ... 
En partant de ces formules, calculer approximativement : 


1 4 1 _ 
1) 557: 2) 557: 3) 55: 4 V15: 6) 1,04; 
6) 0,93: 7) Ig1,1. 


S 1—7; 


Comparer les valeurs trouvées avec celles données par les 
tables. 

302. Démontrer que pour z —+ la fonction rationnelle 
entière 


P(z)=a + 1+...+a (ao 0) | 


est un infiniment grand équivalent au terme de plus haut 
degré aoz”. 

303. Supposons que z + co. En considérant z comme un 
infiniment grand du premier ordre, déterminer l'ordre de 
croissance des fonctions: 


a) z2— 100x— 1000 ; co) Vr+Vz; 
6 
b) +: d) Ÿ/xz—27i. 
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$ 5. Continuité des fonctions 


10, Définition de la continuité. On dit que la 
fonction est continue pour z=E (ou « au point Ë »), si: 1) cette fonction 
est définie au point E,c'est-à-dire que le nombre f (£) existe, 2) la 
limite lim f (x) existe et est finie; 3) cette limite est égale à la valeur 


xs | ee 
de la fonction au point E, c’est-à-dire 


Lu Î (>) = j (8). (1) 
Posons ; | 
z = & + AË 
où AË —+ 0, la condition (1) peut alors s'écrire comme suit 
ni (5) ee [f(B+ AE) —/(5)]=0, (2) 


c'est-à-dire la fonction est continue au point E si et seulement si, 
en ce point, à un accroissement infiniment petit de la variable indé- 
pendante correspond un accroissement infiniment petit de la fonction. 

Si une fonction est continue en chaque point d’un domaine (inter- 
valle ouvert, intervalle fermé, etc.) elle est dite continue dans ce 
domaine. 


Exemple 1. Montrer que la fonction 
y = Sin z 
est continue pour toutes valeurs de la variable z. 
Solution. On a 


Ay=sin (z+ Az) —sin z=2 sin LE cos (++) = 
sin — 
2 Az 
7 & (2+—) Az. 
2 


Mais puisque 


pour zx arbitraire on a 
8x0 
Par conséquent, la fonction sin x est continue pour — co < 
<z<+ oo. 
20. Points de discontinuité. On dit que la fonction 
1 (x) a (ou possède) une discontinuité pour la valeur z = x, (ou au 
point zo) du domaine de définition de la fonction ou de la frontière de ce 


RSR DS si, en ce point, les conditions de continuité ne sont pas satis- 
aites. 


41 


Exemple 2. La fonction f (x) = aie 10,a) a une 
discontinuité pour z = 1. Cette fonction n'est pas définie au point 
z — 1 et, quel que soit le nombre f (1), la fonction complétée n’est 
pas continue pour x = f. 

Si la fonction f (rx) possède des limites finies 


lim f(z)=f(zo—0)et lim f(r)—f(x0+0), 
x—xo— 0 X—Xx9+0 


et que les trois nombres f (ro), f (zo — 0), f (zo + 0) ne sont pas tous 


égaux entre eux, on dit alors que x, est un point de discontinuilé de 
première espèce. En particulier, si 


f (xo — 0) — f (xo + 0), 


on dit alors que x, est un point de discontinuité apparente. 
Pour que la fonction f (x) soit continue au point zxo, il faut et il 
suffit que | 
Îf (&o) = f (zo — 0) = f (xo + 0). 
sin z 


= possède une disconti- 


Exemple 3. La fonction f (x) = 
nuité de première espèce pour x = 0. 
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En effet, on a pour cette fonction 
sinz 


f(+0)= lim ME +1 
x+0 TZ 


et : 
sin z + 


1(—0)= lim 


x—+—0 


Exemple 4. La fonction y = E (x), où par E (x) on note la 
partie entière du nombre x (c’est-à-dire que £ (x) est l’entier satisfai- 
sant à l'égalité z=E£(r)+q, où 0<g<i), est discontinue 
(fig. 10,b) en chaque point d’abscisse entier: x — 0, +1, +2, ..., 
en a tous ces points sont des points de discontinuité de première 
espèce. 

d En effect: si nr est un entier, alors E (nr — 0) = n — 1 et 
E (n + 0) = n. En tous les autres points, il est évident que cette 
fonction est continue. 

On appelle point de discontinuité de seconde espèce tous les points 
de discontinuité qui ne sont pas de première espèce. 

Les points de discontinuité infinie, c'est-à-dire les points zx, en les- 
quels au moins une des limites à gauche f (zo — 0) ou à droite f (zo + 0) 
cest égale à (voir exemple 2) sont aussi des points de discontinuité 
de seconde espèce. 


Exemple 5. La fonction y = cos = (fig. 10,c) a une discon- 


tinuité de seconde espèce au point x — 0 puisque les limites à gauche 
et à droite 


: x ; Ed 
lim cos — et lim cos —- 
x——0 TZ x—>+0 T 


n'existent pas. 


30. Propriétés des fonctions continues. 
Lo ‘on étudie la continuité des fonctions, il faut avoir en vue les 
théorèmes suivants: 

1) la somme et lé produit d'un nombre fini de fonctions continues 
dans un domaine sont des fonctions continues dans ce même domaine ; 
r : 2) le rapport de deux fonctions continues dans un domaine est 
une fonction continue pour toutes les valeurs de la variable indépen- 
dante de ce domaine qui n’annulent pas le dénominateur; 

3) si la fonction f (x) est continue dans l'intervalle ouvert (a, b) 
et l’ensemble de ces valeurs contenu dans l'intervalle ouvert (4, B) 
et si, en outre, la fonction (x) est continue dans l'intervalle ouvert 
(4, B), la fonction composée o {f (x)] est continue dans l'intervalle 
ouvert (a, b). 

Une fonction f (r) continue sur l'intervalle fermé [a, b] jouit 
des propriétés suivantes: 

1) f (x) est bornée sur [a, b], c’est-à-dire qu’il existe un nombre M 
tel que |f(z) | << M pour a L<r<Lb; 

2) f (x) possède sur [a, b] une plus petite et une plus grande 
valeurs ; 

3) f(x) prend toutes les valeurs intermédiaires comprises 
entre deux de ces valeurs, c'est-à-dire si f (a) = À et f (B) — 
=B (a La <B<Lb) alors, quel que soit le nombre C compris 
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entre les nombres À et B, il existe au moins une valeur 
z = y(a <y<$) telle que f (x) = C 
En particulier, si f (a) f (B) < 0, l° équation 


f(x) —0 


possède dans l'intervalle ouvert (a, B) au moins une racine réelle. 


304. Montrer que la fonction y = x° est continue pour 
toutes les valeurs de la variable z 
305. Démontrer que la fonction rationnelle entière 


P (2) = a" +az 1+...+<a 


est continue pour toutes les valeurs de x. 
306. Démontrer que la fonction rationnelle 


: apzn + ay l + sue + a 
PR) om bem 


est continue pour toutes les valeurs de x sauf pour celles qui 
annulent le dénominateur. 


307*. Démontrer que la fonction y = V x est continue 
pour z > 0. 

308. Démontrer que si la fonction f (x) est continue et 
non négative dans l'intervalle ouvert (a, b), alors la fonction 


F (2) = Vi) 


est continue dans cet intervalle ouvert. 

309*. Montrer que la fonction y = cos x est continue 
pour tous les x. 

310. Pour quelles valeurs de x les fonctions: a) tgz 
et b) ctgz sont continues? | 

311*. Montrer que la fonction y = |zxz | est continue. 
Construire le graphique de cette fonction. 

312. Démontrer que la valeur absolue d’une fonction 
continue est une fonction continue. 

313. Considérons la fonction donnée par les formules 
z?—4 
f@ = ——S » Pour zx Æ 2, 

A, pour z=2. 


Choisir la valeur À = f (2), de la fonction de manière que 
la fonction f (x) ainsi complétée soit continue pour x = 2. 
Construire le graphique de la fonction y = f (x). 


#4 


314. Le second membre de l'égalité 
f(x) =1—zsin + 


n'est pas défini pour z = 0. Comment faut-il choisir la 
valeur f (0) pour que la fonction f(x) soit continue au 
point x = 0? 

315. La fonction 


1 (x) = arctg 


n'est pas définie pour z = 2. Peut-on définir la valeur f (2) 
de manière que la fonction complétée soit continue pour 
z = 2? 

316. La fonction f(x) n’est pas définie pour x = 0. 
Déterminer f (0) de manière que f (x) soit continue pour 
z = 0, si 


a) (a) = HT (2 est un nombre entier) ; 


1 


z—2 


b) f(2 = EE ; e) f(x = sin— ; 
c) j(a= (+920 2 , f) f(x) =zctez. 
ex — ex 
d) f(D=—— ; 
Etudier la continuité des fonctions: 
317. y". 323. y—In(cos2). 
318. y— TE 324. y=h | 5. 
319 y=VTEES . 325. y = arctg — , 
320. =: 326. y=(1+2)arctg 1. 
1 
321. a) y=sin + ; 327. y=eri. 
1 
b) y=zsin + | 328. y=e *. 
1 
322. y=—— . 329. y=——— 
1+Lel-x 
220 zæ pour z<3, Construire le graphique 
° y={ 2z+1 pour z>3. de cette fonction. 
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331. Démontrer que la fonction de Dirichlet # (x) égale 
à O0 pour z irrationnel et à 1 pour x rationnel est discontinue 
pour chaque valeur de zx. 

Etudier la continuité et construire le graphique des 
fonctions: 


: 1 
a e-cur 


333. y — lim (zarctg rx). 


(z> 0). 


334. a) y = sgn x, b) y = x sgn x, c) y = sgn (sin x), 
où le symbole sgn x est défini par les formules: 


+1, si z>0, 
Sgn TZ — 0, si z=0, 
—1A4, si z<0. 


335. a) y=rz—E(x), b) y =xE (x), où E (x) est 
la partie entière du nombre x. 

336. Donner un exemple qui montrerait que la somme 
de deux fonctions discontinues peut être une fonction con- 
tinue. 

337*. Soit & une fraction positive régulière tendant 
vers O0 (0æœ<1). Peut-on dans l'égalité 


E(+ta)=E(—-a)+t1, 
vérifiée pour toutes les valeurs de «&, substituer la limite 


de la grandeur «? 
338. Montrer que l'équation 


S—3z+1—=0 
possède dans l'intervalle ouvert (1, 2) une racine réelle. 
Calculer approximativement la valeur de cette racine. 
339. Démontrer que tout polynôme P (x) de degré 


impair possède au moins une racine réelle. 
_ 1340. Montrer que l'équation 


gr =7Zx 


possède un ensemble infini de racines réelles. 


CHAPITRE Il 


DÉRIVATION DES FONCTIONS 


$ 1. Calcul des dérivées 


10. Accroissement de la variable indépen- 
dante et accroissement de la fonction. Si z 
et z, sont deux valeurs de la variable zx et y = f (x), y; = f (x1) sont 
les valeurs TU de la fonc- 
tion y — f(x), alors 


Ar =x—7z 
est appelé accroissement de la variable 
z sur l'intervalle ouvert (zx, zx;), et 
y=1®) 
Ay = y —y 
ou DA 
Ay=f(u—f@)=f(c+ Az) —f(G)T 0 


(1) Fig. 11 


accroissement de la fonction y sur ce, mêmo 
intervalle ouvert (x, z;) (fig. 11,où Az=MA ct Ay=AN). Le rapport 


donne le coefficient angulaire de la sécante MN du graphique de la 
fonction y = f (x) (fig. 11) et s’ appelle la vitesse moyenne de variation 
de la fonction y sur l'intervalle ouvert (r, x + Az). 

Exemple 1. Etant donnée la fonction 


y = 2 — 5z + 6, 


on demande de calculer Az et Ay correspondant aux variations suivan- 
tes n la variable : 
dez—={1àz—tfÂ;i; 
b) de rz=3àz— 2 
Solution. On a 
a) Az = 1,1—1 = 0,1, 
= (1,12—5.1,1 + 6) — (12—5.1 + 6) — —0,29; 
b) Az = 2—3 = —1, 
Ay = (27—5.2 + 6) — (3*—5.3 + 6) = 0. 
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Exemple 2. Déterminer le coefficient angulaire de la sécante 


à l’hyperbole y=+ qui passe par les points M (3 LA et N (10 À } : 


, 3 » 10 
Solution. On a Ar=—10—3—=7 et NRC _ Par 
10 3 30 
__4y 1 
conséquent, RD = —70: 


20. Dérivée. La dérivée y’ = =. de la fonction y = f(x) 


par rapport à la variable x, est, par définition, la limite du rapport 
lorsque Az tend vers 0, c'est-à-dire 


y = lim au. 
Ax—0 


La grandeur algébrique de la dérivée donne le coefficient angulaire 
de la tangente (géométrique) MT au point x du graphique de la fonc- 
tion y —#f(xz) (fig. 11): 


y" = tg q. 


L'opération qui constitue à calculer la dérivée y’ est appelée dérivation. 


La dérivée y’ = f’ (x) n’est autre que la vitesse de variation de la fonc- 
tion au point z. 


Exemple 3. Trouver la dérivée de la fonction 
y = 2. 
Solution. D'après la formule (1) on trouve 


Ay = (x + Az)? — z3 = 2rAz +(Azr) 
et 


Par conséquent, 
se. 0 ; 
‘= lim —== lim (27+ Az) = 27. 
dl Ax+0 ÀZ Mr Lin 


30. Dérivée à gauche et dérivée à droite. 
Les expressions 


._ f(z+Az)— f(x) 
L@o)= en = 
Î G) Ax->—0 Az 
et 
{.(z+ Az) — f(x) 
0 Az 
s’apellent respectivement dérivée à gauche et dérivée à droite de la 
fonction f (x) au point x. Pour que f” (z) existe, il faut et il suffit que 


f2 ()= f4 (a). 


fa (z) = Re 
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Exemple 4. Calculer {2 (0) et f; (0) pour la fonction 
fG)=Ilzt 

Solution. On a par définition 

| lAz| _ 


* (0)= li 
{2 (0) NU A 


—1, 


, A 
KO= dim Le +1. 


40, Dérivée infinie. Si en un point on a 
im LE+A— f (2) _ 
Bx-0 Az 
on dit alors que la fonction continue f (x) a une dérivée infinie au 


point z. Dans ce cas, la tangente (géométrique) au graphique de la 
fonction y = f (x) est perpendiculaire à l'axe OX. 


Exemple 5. Calculer f’ (0) pour la fonction 
ET. 
Solution. Ona 


"(= li V'Ar _. 1 
jf” (0) 6 à = lim 


— — CO. 


Bx+0 ÀT  Ax+0 ÿ Az? 


341. Trouver l'accroissement de la fonction y = z*° cor- 
respondant aux variations de la variable: 


b) de zx = 1 à x; = 1,1; 
c)ddz=1aàaxz=1+. 


342. Calculer Ay pour la fonction y = V4 z, Si: 

a) z=0, Az = 0,001; 

b) z =8, Az = —9; 

c)z=a Az =hkh. 

343. Pourquoi peut-on déterminer l'accroissement Ay 
de la fonction y = 2x + 3 connaissant seulement l’accrois- 
sement correspondant de la variable Az = 5, et pourquoi 
ne le peut-on pas pour la fonction y = 2°? 

344. Calculer l'accroissement Ay et le rapport L pour 
les fonctions: 

1 
a) V2 pour z—=1 et Axz= 0,4; 


4—0361 49 


b)y=Vr  pourz =0 et Az — 0,0001; 
c) y =Igz pour æ — 100 000 et Az — —90 000. 


345. Déterminer Ay et _ correspondant aux variations 


* 


de la variable de z à x + Az pour les fonctions: 


a) y—=axz+b; d) y=Vz; 
b) y=x; e) y=2"*; 
c) y=—+ ; f) y=Inx. 


346. Déterminer le coefficient angulaire de la sécante 
à la parabole 
y = 2r — À 


si les abscisses des points d'’intersection sont: 
a) Z1 = À, Ze = 2; 
b) x = 1, z2 = 0,9; 
c) 1 = 1, To = 1 +. 


Vers quelle limite tend le coefficient angulaire de la sécante 
dans le dernier cas lorsque k —+ 0? 

347. Quelle est la vitesse moyenne de variation de la 
fonction y — x? dans l'intervalle fermé 1 <<zr<4? 

348. La loi de mouvement d’un point est s = 28 + 3t + 
+ 5, où la distance s est évaluée en centimètres et le temps t 
en secondes. Quelle est la vitesse moyenne pendant l’inter- 
valle de temps compris entre les instants { = 1 et t — 5? 


349. Calculer la valeur du rapport _ pour la courbe 
y — 2° sur l'intervalle fermé 1 <<z7< 5. 

350. Calculer la valeur du rapport pour la courbe 
y — f(x) sur l'intervalle fermé [xz, x + Axl. 

351. À quoi est égal le rapport e pour la courbe y — 


— f(x) au point donné zx? 

392. Donner les définitions: a) de vitesse moyenne de 
rotation; b) de vitesse instantanée de rotation. 

353. Un corps chauffé se refroidit lorsqu'on le place dans 
un milieu dont la température est inférieure à la tempéra- 
ture du corps chauffé. Que faut-il comprendre par: a) vitesse 
moyenne de refroidissement ; b) vitesse moyenne de refroi- 
dissement à un instant donné? 
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354. Que faut-il comprendre par vitesse de réaction d’une 
substance à l'état de réaction chimique? 

355. Soit m = f (x) la masse d’une tige non homogène 
répartie sur l'intervalle fermé [0, x]. Que faut-il comprendre 
par : a) densité linéaire moyenne de la tige pour l’intervalle 
fermé [x, x + Az]; b) densité linéaire de la tige au point x? 

3956. Déterminer le rapport pour la fonctivn y=+ 
au point z—=2 si: a) Az—1Â; b) Ar=0,1; c) Ar —0,01. 
Calculer la dérivée y” pour z=—2. 

397**. Calculer la dérivée de la fonction y=tgz. 


398. Trouver y’ = lim _ pour les fonctions : 
Ax=0 ÊT ; 

a) y=z; b) y=-; 

c) y=Vz; d) y=ctgz. 

399. Calculer f’(8), si f(x) = Vz. 

360. Cane à (0), f” (1), f’ (2), sif (x) = z(z — 1Ÿ$ X 
X (x — 

361. D FACE les points en lesquels la dérivée de la 
fonction f (x) = x° coïncide numériquement avec la fonc- 
tion, c'est-à-dire f (zx) = f” (x). 

362. La loi du mouvement d’un point est s — 5f où 
la distance s est évaluée en mètres et le temps t en secondes. 
Déterminer la vitesse du mouvement à l'instant t = 3. 

363. Déterminer le coefficient angulaire de la tangente 
à la courbe y = 0,12° passant par le point d’abscisse x — 2. 

364. Déterminer le coefficient angulaire de la tangente 
à la courbe y = sinx au point (x, 0). 

365. ie la valeur de la dérivée de la fonction 


f (x) = — au point zx = x (to 0). 
366*. “Ouelles sont les valeurs des coefficients angulaires 
è | . 
des tangentes aux courbes y = — et y — r* aux points 


d’intersection? Trouver l’angle formé par les tangentes. 
367**. Montrer que les fonctions suivantes n’ont pas de 
dérivées finies aux points indiqués: 
a) y=) À au point x—0; 


b) y=y z—1 au point z=1; 


c) y—=|cos x|aux pointsxz— m+t 


n, k=0, +iÂ, +2,... 
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$ 2. Tableau des principales formules de 
dérivation et leurs applications 


10. Principa les règles de calcul des déri- 


vées. Si c est une constante et u = @ (x), v = 4 (x) sont des fonc- 
tions qui possèdent des dérivées, alors 


4) (c)=0; 5) (uv) =u’v+ v’u : 


D&ty=utv; D(L\ 2 640. 
4) (cu) = cu; 


20. Tableau des dérivées des principales 


fonctions. 
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I. (zn) = nzn-1, IV. (cos x)’ — —sin x. 
—\, 1 : ; 
II. (V/z) — TE (z > 0). V. (ga) =. 
III. (sin x) = cos x. VI. (ete) =. 
1 
VII. in 2) = ———— 1). 
(arcsin x) Vi (Iz|<1) 
r_ 4 
VIII. (arccos x) — Vi (z1< 1). 
j 4 
IX. (arctg z) = 1+x° 
r_  —1 
X. (arcctg x) +1 
XI. (a*) = a*In a. 
XII. (ex) = ex. 
XII. (nd =  (2>0). 
— :_ loge 
XIV. (loga z) — in (2>0, a > 0). 
XV. (shz) =chz. XVII. (th2) = _— | 
XVI. (chz) =sh z. XVIII. (cth =. 
1 
XIX. Arsh x) = ———— , 
Vi1+z 
1 
. (Arch 2) = ——— z| > 1). 
XX. (arch =  (z1>1 


XXI (Arthz) — = (|zl <1). 
XXII. (Arcth 2) = 5 (Iz1> 0. 


30. Règle de dérivation des fonctions 
composées. Siy=f(u) et u = œ (x), c'est-à-dire y = f [ q(x)], 
où les fonctions y et u possèdent des dérivées, alors 

Ye = ul (1) 
ou, à l’aide d’autres notations, 


Cette règle est valable pour un nombre fini de variables intermédiaires 
possédant chacune une dérivée. 


Exemple 1. Calculer la dérivée de la fonction 
y = (2° — 2x + 35. 
Solution. Posons y = uf, où u = (13 — 2r + 3). Ona,en 
vertu de la formule (1), 
y'—=(u5)u (z2—27+ 3)x— Su (27— 2) — 10 (z—1) (22—2r+ 3). 
Exemple 2. Calculer la dérivée de la fonction 
y = Sin°är. 
Solution. Posons 
y=u$; u=sinv; v = 4z. 
On trouve 
y” = Bu -cos v-4 = 12 sin?4z cos 4z. 
Calculer la dérivée des fonctions données dans les exer- 
cices ci-dessous. 
(Dans les exercices n°5 368 à 408 il n’y aura pas lieu 
d'employer la règle de dérivation des fonctions composées.) 
A. Fonctions algébriques 


368. y — 424278. 
369. y=+—=r+2— 0,571. 


4 3 
370. y= ax +bz+c. 373. y + 
Var+bs 
371. y— = 374. y=—=+In 2. 
: 2 5 
372. y—=at" +bitra, 375. y— 3x3 — 972 +28, 
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376*. y=2° ri. 


B. Fonctions trigonométriques 
et fonctions trigonométriques inverses 


387. y = x ctg x. 


388. y = zx arcsin z. 
389. y 


_({+z)arctgrz—z 
En 


C. Fonctions exponentielles et fonctions logarithmiques 


397. y — = 


398. y=znr— =, 


Inz 


3 


399. y — = 2 +2nr 2. 
400. y—=Inxlgxz—-Inalog, z. 


D. Fonctions hyperboliques 
et fonctions hyperboliques inverses 


405. y—arctgz- Arthz. 
406. y = arcsin x Arsh z. 


877. y —— > | 
RTE DT 
378. y= ie | 
382. y = 5 sin zx + 3 cos x. 
383. y = tg z — ctg x. 
___Sinz-cosxr 
384. y— sin z—COsz ‘ 
385. y = 2t sin { — ( — 2)cost. 
386. y = arctg x + arcctg x. 
390. y—zx'.e*. 
391. y—(z—1)e* 
392. y=< 
393. y= + , 
394. f(x) = e cos z. 
395. y—=(2 — 2x +2)e. 
396. y = e* arcsin zx. 
401. y—zshz. 
zè 
402. FT che . 
403. y—thz—7x. 
404. y = UE 


ni 
408. paies | 


E. Fonctions composées 


Employer la règle de dérivation des fonctions composées à une 
variable intermédiaire dans les exercices nos 409-466. 
Calculer les dérivées des fonctions suivantes: 


409%. y = (1 + 37 — 57°). 


. one Posons 1 + 3r — 52? = u, alors y = u0. On a: 
es , 10z: 
= 30: (3 A0) = 30 (1 3z — 522)%9. (3 — 10). 


410. y 


411. thnnt on at 
412. y=(3+2x)t. 


M8. = HER NE 
414. y=V1-x. 416. y—(a/1— 2/3)", 
415. y=ÿ) a+bs. 417. y—(3—2sin x). 
Solution. y’ = 5(3— 2 sin z)t(3 — 2sinr) — 

= 5(3 — 2sin z}t.(— 2 cos x) — — 10 cos x (3 — 2 sin z). 


418. y=tgz—Eter+ tgiz 

419. y—=V ctez—Ÿ ctga. 

420. y = 2xz +5 cos zx. 425. y — S'sin z+ — = 
421%. z—cosec?t+ sect. 426. y—V À Farcsinx. 


1 — 3 
422. 1 = — 5500 25 . 427. y=V arctgr—(arcsin x}. 
423. y=—1— 1", 428. y——1 


3C0S$z cosz arctgz 
424. y=) FPE , 429. y=V ze +z. 
430. y= 2e*—2* +1+ In. 
431. y = sin 3z+ cos = +te Vz. 
Fe (Bzy ein = (2) 
Solution. y’—cos 3z-(3r)’—sin 5 (< } +—— = (V2) = 


RE - | 
= 3 COS 3z—— Sin — + ———— . 
ÿ sr 2Vzcos V/z 


432. y=sin(r—57+1)+tg< 
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433. f (x) = cos (ax + B). 435. Eros : 
434. f(t)=sintsin(t+e). 436. f(x) =actg +. 
1 1 
437. y= — 55008 (51°) — 7 cos z°. 
438. y = arcsin 2x. 
1 2 
JON. y =—————— 0 (21) = ———— , 
Solution. y VE: (2x) VI 
439. y= arcsin à . 445. y=210%. 
440. ÿ (x) = arccos V x. 446. f(t)=t sin 2!. 
441. y=arctg +. 447. y = arccos €”. 
482. y=arcctg TE | 448. y—In(2r+7). 
443. y—5e-*. 449. y=lgsinz. 
Aa4. y= 450. y—In(t—z2°). 
451. y—Inxz—lIn(ln x). 
452. y—=In(e*+5sin x—4arcsin x). 
453. y = arctg (In x) + In (arctg x). 
454. y=VInz+1+ln(Vz+1). 
F. Diverses fonctions 
455.** y = sin 5z cos? +. 
11 4 
456. U = —2G—-2 722: 
15 10 1 
TUE TE SE SE 26 
- z8 z 
458. y 8(—z} . 460. Pr Vare . 
__V22-2+1 ___# 
459. y = ——————. 461. y Va 


462. 


__ {+ cos 2z 


y=iÿ) m+rf tir) n+inÿz 


1 1 
468. y=5y A+e) sy (+7) 
4 $ /z—1 

464. 173 V= 
465. y = 2 (a — 2x)t. 

brn\m 
466. y= (2 )". 

9 2 1 
467. Vs EH TES — TGV 
468. y—(a+zx) Vÿ a—x. 
469. y=V(r+a)(z+b)(z+0). 
470. z=V y+V1. 
471. f(t)=(2t+1)(3t+2) 7 3+ 2. 

1 
472. TV . 
473. y=In (Vi+e*—1)—In (Vÿi+e +1). 
474. y = 2 cos° x (3 cos? x —5). 

_ (tgfz—1)(tgfz+10tgz+1) 

475. PRE gts + 
476. y = tgf 5x. 479. y —Ssinz cos? z + sin? x. 
477. = + sin (2°). 480. y = a te z—tgz+z. 
478. y —sin* ({). { &81. y = — + ctg z. 
482. y—Vasin z+fBcos!z. 
483. y = arcsin 2° + arccos z°. 
484. y — L (arcsin x)° arccos z. 

. 22—1 arccos z 
485. y = arcsin —5— . 487. y= ———— Va 

. E 4 
486. LR 77 pre i . 488. y=-7garesin | (+). 
489. y=Va@—x+asresin. 
490. y—xzVaî—z2+aarcsin +. 


2 
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491. durvai Ha Ée 2 
492. y — (z—5) arcsin Vz+i z— 2°. 
: z Sin & 
493. y = In (arcsin OZ). 495. FTRPE Teese . 
otg + 2 2 
494. y = arcsin (In x). 496. y=+ arctg 
TZ 
497. y = 3b arctg Ve —= 
498. y — —Vaarcctg 2. 
499. y= Ve. 501. F(z)=(2ma"*-+ b}P. 
500. y—esinx, 502. F(t)= e%' cos fr. 
__ (œ sin fz-—$ cos Br) «%* 
503. y TT Hp 
904. y= ne (3 sin 3z— cos 3x). 
| cte 2 
505. y—z'a-". 507. y=3 ‘ 
506. y—= V'coszaŸcosx, 508. y—In(ar +br+c). 
509. y—=In(z+Va+z). 
510. y=z—2Vz+2In({+V x). 
911. y—=In PENSER 
(z —2)5 
512. y = = . 514*. UE . 
: — AE G—2) 
9513. y . 515. y = MS, 
916. y — — —- —— + In tg z. 
917. y=— V x a  In(r+ V a? — a°). 
518. y— Inn (3— 27°). 
519. y = 5 1n$ (ax +b). 
Vataitz 
920. y—In DV pr Per 
m 
921. y=- n(— d)+ In =— DT 


? y=+ ntg?— 


. y—=z-sin (in z—+) ; 


4 
1 cos z 
2 sin? z 


| = VAT In EVER, 


1 —2r+1 


. y=she 5 
y — 2aresin 8x 


+ (1 — arccos 3zx)°. 
sin ax 


___2c08bx , 1 8inÿaz 
° y=è T3 cor : 
z — 


y—=—ln a 
V8 1g5+2+ V3 


. y—=arctginz. 


y = In arcsin x + _ ]n° x + arcsin in z. 


931. y= arctg In + , 
532. y= arte +5 ni . 
533 air V sin z 


. y=ln Te y + 2 arctg V sin. 


| y= {in SH “Ritz arctg x. 


939. PR RRENNEE 

T7 LE T-E ; 
536. LEE +0 VT—Z —S, 
537. y — sh 2r. 542. y— Archln zx. 
938. y = ec ch fz. 543. y — Arth(tgzx). 
539. y = th 2x. 544. y = Arcth se zx). 
540. y— In sh 2x. 545. y — Arth ; 
541. y— Arsh = . 

- a 


.y=5(#—1)Arthz+sz 
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547. y=(5r+) Arshz—?z Vite. 
548. Calculer y’ si 

a) y=|z|; 

b) y = z|zl. 

Construire les graphiques des fonctions y et y’. 
549. Calculer y’ si 


y=ln|z| (zx 0). 
990. Calculer f’ (x) si 
1— zx, pour z<O, 


= { e*, pour z>0. 
991. Calculer f’(0) si 
f(x) = e7 cos 3z. 
Solution. f(x) =e *(— 3 sin 3z) — e * cos 3z; 
f' (0) = e° (— 3 sin 0) — e0 cos0 = — 1. 
992. f(x) =In (1+z)+arcsin +. Calculer f” (1). 


553. y—te Æ. Calculer (2). 
594. Calculer f:(0) et f_(0) pour les fonctions 


a) f(x) = Ÿ sin SRE 


b) f(x) = arcsin rt : 
c) f(D=——, #0; f(0)=0 


1+1e* 
d) f()=æ#sin 2,270; f(0)=0 


e) f()=zsin<, #0; f(0)=0. 


555. Etant donnée la fonction f(z)=e"*, calculer l’ex- 


pression 
f(0)+zxf (0). 


556. Etant donnée la fonction f(x) = Ÿ 1+zx, calculer 
l'expression f(3)+(z—3) f’ (3). 
957. Etant données les fonctions f(x) —tgz et (x) = 


—]In({— zx), calculer l'expression q O) - 
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958. Calculer F D , Si f(x) —1—zet p(r)—1—sin _ : 

559. Démontrer que la dérivée d'une fonction paire est 
une fonction impaire et que la dérivée d’une fonction impaire 
est une fonction paire. 

560. Démontrer que la dérivée d'une fonction périodique 
est une fonction périodique. 

561. Montrer que la fonction y — ze* satisfait à l’équa- 
tion 


zy = (1 — x) y. 
x? 
562. Montrer que la fonction y —ze ©? vérifie l'équa- 
tion 
zy = (1 — 2) y. 


563. Montrer que la fonction y — vérifie l’é- 


quation zy”—y(ylinz—1). 


1 
1+z+lnz 


G. Dérivées logarithmiques 


La dérivée logarithmique d'une fonction y = f (z)est, par défini- 
tion, la dérivée du logarithme de cette fonction, c’est-à-dire 


,_w _f't@) 
CONS 0: 


L'emploi de la dérivée logarithmique simplifie dans certains cas le 
calcul des dérivées. 


Exemple. Calculer la dérivée de la fonction puissance com- 
posée 
y = uf, 
où u = op (x) et v = 1 (zx). 
Solution. En prenant le logarithme de deux membres, on a 
Iny=vlnu. 


Dérivons par rapport à z les deux membres de cette dernière égalité. 


On a 
(1n y) = v’Inu+oul(inu), 
ou 
y” EE u’ 

mor Inu+o—, 
d'où 

g'=y (vaut) ; 
ou 


y'=u? (> Inu+o+) ; 


61 


564. Calculer y’ si 
1/72 1 in3rcos 
y = TÆ ps sin x COS? zx. 
Solution. ny = ln z+in ({—z)—In ({+z?)+3 Insinr+ 
+2Incosz, 


4 , 241, (—1) 27 { 28inz 
y Ÿ F3 rt 1—z 172 +5 sinz ST cz ! 
d’où . 
,_ 2 2z 
(sr totes—2tge) . 


565. Calculer y’ si y = (sin x). 
Solution. Iny—zinsin z:; <y'=insinstsctg 
y’=(sinr)* (Insinr+zretgz). 


Dans les exercices ci-dessous, on demande de calculer y’ en 
ayant pris préalablement le logarithme de la fonction y — 


= f (x): 


566. y=(r+1)(2r+1)(3z+ 1). 574. y=ÿ x. 


= Ce Nr 
967. y — CERITIERE) TE 979. y—=z "x. 
en z(z— 1) _ xx 
568. y—/ E—). 576. y=r. 
: 3 n x 
969. y— zx V 577. y—=zsinx, 
a (z— 2)9 — sin x 
970. = 7 pen : 578. y—(cosxz) . 
9 . EE 9 . — | Es _ 
TI Em Ves do 
972. y= Tr. 980. y—(arctgr)*. 
973. y— 2". 
$ 3. Dérivées des fonctions qui ne sont pas données 
explicitement 


40 Dérivée d'une fonction inverse. Si la fonc- 
tion y = f (x) a une dérivée y! - 0, alors la dérivée de la fonction 


inverse z = f-! (y) est donnée par la formule 
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ou 


dr _ 1 
CE 
dx 
Exemple 1. Calculer la dérivée z, de 
y=z+lnz. 
Solution. Ona 1422 : : par conséquent, 
zx’ = 
VO x+1 


20. Dérivées des fonctions données sous 
forme paramétrique. Si la dépendance entre la fonction y 
et sa variable z est donnée par l'intermédiaire d’un paramètre ! 


{ z—=o(t), 
y=v%Ÿ(t), 
alors | 
, _ V1 
Foie 
ou, à l’aide d’autres notations, 
dy 
dy dt 
CAS 
dt 
dy | 
Exemplo 2. Calculer + Si 
z—=acosl{, 
y=asint. } 
Solution. On trouve = asint et # a cost. D'où 
dy a COS t 
dr —asint sn 


30. Dérivée d’une fonction implicite. Si la 
dépendance entre x et y est donnée par une expression implicite 


F (z, y) = 0, (1) 


alors pour calculer la dérivée y? — y’ il suffit dans les cas simples: 
1) de calculer la dérivée par rapport à z du premier membre de 


l'équation (1) en considérant y comme fonction de zx; 
2) d'égaler à 0 cette dérivée, c’est-à-dire poser 
d 
+ F(s, #)=0, (2) 


3) de résoudre par rapport à y’ l'équation ainsi trouvée. 


Exemple 3. Calculer la dérivée y.’ si 
2 + y — 3azy = 0. (3) 
Solution. Calculons la dérivée du premier membre de (3) 


et égalons-la à 0. On trouve: 


823 + 3y°y" — 3a (y + zy') = 0, 


d'où 


r _ T° —ay 
y ne az—y? e 
581. Calculer la dérivée zx,, si 
a) y—3z+2; 
b) y=z—sinz; 


c) y—0,1x + e2. 


Dans les exercices ci-dessous, où les fonctions y sont 


données sous forme paramétrique, on demande de déterminer 


la 
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2 + r __ dy, 
dérivée y mr 


582 { z=2t—1, 588 z—=a(cost+tsiné), 
" Uy=é. ” | y=a(sint—-tcost). 
1 
# tit: z—acos*t, 
983. sy 12 989. { = bains 
y= (: 1) - 
2at 
TZ = . 3 
1+2° z=—= a cos" i, 
sos. SR T 
1 15e 
3at cos ! 
TZ — 3° 2. TL 
585. mue 591. Lil 
1 1+8: 7 Vos 2 
1 
<= Vs ee: 
586. à 992. ; 
y=y ti. YEN 
z= Vi+i, z=e"!, 
987. __ t—1 593. { ne 
VAT dis 


t . 

S94. { T=a (in gs +cost—sin t) | 
y—=a(siné+cost). 

595. Calculer + pour t=+, si 


z—a(t—sint), 
y—=a(i—cos!{). 


STution: dy _ asinf _ sint (5) _ 
TX 


T 
1— cos —- 


596. Calculer a pour {— 1, si 
zæ=tint, 
{ Int 
Fr 
dy re x : 
997. Calculer TH Pour it, si 


z—e".cost, 
y =e".sint. 


598. Montrer que la fonction y donnée sous forme para- 
métrique par les équations 


z= 2t+ 3, 
y=t+is, 
satisfait à l’équation 
__ {dy \? dy \3 
= (2) +2(2). 
599. Pour z=—20ona 
zx = 27. 
Découle-t-il de cette égalité que 
(z°) = (22) 

pour z—=2? 


600. Soit y—=Va—z°. Peut-on dériver terme à terme 
l'égalité 
+ y = a"? 


5—0361 65 


On demande, dans les exercices ci-dessous, de calculer la 
ne , dy : . Lu 
dérivée y — des fonctions implicites y. 


601. 2x — 5y +10 — 0. 610. tg y = y. 
602. + —1. 611. 2y=arctg ?. 
603. 2° + y3 — aï, 612. arctg(r+y)=z. 
604. + ry + y = 0. 613. e—27+ y. 

” = _ ee 
605. Vr+Vy—=Va. 614. Inrte *—c. 
606. V'2+Y/yp Ya, 615. Iny+e=c. 

— 1! 1 0 a 
607. Par. 616. arctg Ÿ=; In (1°+y°). 
608. y —0,3 sin y =. 617. Va +y=carctg +. 
609. a cos° (x + y) — b. 618. x = y*. 
619. Calculer y” au point M (1, 1) si 
2y = 1 + zy. 


Solution. On a, en dérivant, 2y” = y + 3zy°y’. En faisant 
z = 4et y = 1 on trouve 2y” = 1 + 3y°, d’où y = — 1. 


620. Calculer la dérivée y’ des fonctions y aux points 
indiquées : 

a) (+ y} = 27 (x — y) pour zx = 2 et y = 1; 

b) ye’ — e*ti pour x = 0 et y = 1; 

C) gp =z+iT pour æz = À et y = 1. 


$ 4. Applications géométriques et mécaniques 
de la dérivée 
10 Equations de la tangente et de la nor- 
male. Partant de l'interprétation géométrique de la dérivée, il 


découle que l'équation' de la tangente à une courbe y = f(x) ou 
F (z, y) = 0 au point M (zxo, yo) est 


ÿ — ÿo = ÿo (7 — To), 


où y, est la valeur de la dérivée y’ au point M (xo, yo). La droite qui 
passe par le point de tangence et qui est perpendiculaire à la tangente 
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porte le nom de normale à la courbe. La normale est donnée par l'équa- 
tion 


Z — Zo + Y6 (y — Yo) = 0. 
20. Angle de deux courbes. Par définition, on appelle 
angle de deux courbes 
y = f1 (x) 
et 
y = f2 (x) 
au point commun Mo (xo; Yo) Gig- 12) cree w formé par les tan- 


gentes M,A et M,B aux courbes au point M4. 
D'après une formule bien connue de la géométrie analytique, 


on trouve que 
___Î2 (xo)— fi (xo) 
BOL LR Go fe Go) ‘ 


30. Segments de droite déterminés par la 
tangente et la normale en coordonnées car- 


Fig. 12 Fig. 13 


tésiennes. La tangente et la normale déterminent les quatre 
segments suivants (fig. 13): 


t = TM est la tangente; 
S: = TK est la sous-tangente; 
n = NM est la normale; 
S, = ÆN est la sous-normale. 


Puisque AM = |yolet tgp—=y, on a 
n=NM=| 10 V1+ GR |: 


5 Sn=|YoHo|. 


rm] #0 
yo 


Se=TK= 


Jo 
yo 


40, Segments de droite déterminés par la 
tangenteet la normaleencoordonnées polai- 
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res. Si la courbe est donnée par une équation en coordonnées polai- 
res r — f (p), alors l'angle 1 formé par la tangente MT et le rayon 
vecteur r — OM (fig. 14) est donné par la formule suivante: 


__fdp __r 
Gh=rg ere 


La tangente MT et la normale MN au point M ainsi que le rayon 
vecteur du point de tangence et la perpendiculaire au rayon vecteur 


Fig. 14 Fig. 15 


ie Lo le pôle O déterminent les quatre segments suivants (voir 
ig. 14): | 
t = MT est la tangente polaire; 
n = MN est la normale polaire; 
S+ = OT est la sous-tangente polaire; 


S, = ON est la sous-normale polaire. 


Les grandeurs algébriques de ces segments sont données par les 
formules suivantes: 


Ir’ +( ) î [r 
n=MN=Vr+(r"}; Sh=0N=|r|. 


621. Trouver l’angle @ formé par l'axe OX avec la tan- 
gente à la courbe y — x — x° aux points d’abscisse : a) x = (; 
1 


b) z=3; c)z=1. 
Solution. On a y —1— 2x. D'où a) tg p = 1, p — 45°; 
b) tgp = 0, @—= 0°; c) tg p = — 1, p — 135° (fig. 15). 


622. Déterminer les angles formés par les sinusoides 
y = sin z, y = sin 2x et l'axe des abscisses à l’origine des 
coordonnées. 

623. Déterminer l'angle formé à l'origine des coordon- 
nées par la tangentoïde y = tg x et l'axe des abscisses. 
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624. Sous quel angle la courbe y = e°5* coupe la droite 
x = 2? 

625. Déterminer les points où les tangentes à la courbe 
y = 3xt + 4x3 — 191° + 20 sont parallèles à l'axe des 
abscisses. 

626. Déterminer le point de la parabole 


y= —1rz +3 


où la tangente est parallèle à la droite 5x + y — 3 = 0. 

627. Déterminer l'équation de la parabole y = z° + 
+ bx + c tangente à la droite x = y au point (1, 1). 

628. Déterminer le coefficient angulaire de la tangente 
à la courbe 2° + y? — xy — 7 = O au point (1,2). 

629. Déterminer le point de la courbe y* — 2x3 où 
la tangente est perpendiculaire à la droite 4x — 3y + 
+2=0. 

630. Former les équations de la tangente et de la norma- 
le à la parabole 

y=Vz 


au point d’abscisse x = 4. 


1 
2Vz 
la tangente est k — [y']x—4 = . Puisque le point de tangence a pour 
coordonnées z = 4, y — 2, l'équation de la tangente est donc 


y—2= (2 —4) ou z—4y+4= 0. 


Solution. On a y = 


d'où le coefficient angulaire de 


Or, d’après la condition de perpendicularité, le coefficient angu- 
laire de la normale est 


k, = — 4, 


d'où l'équation de la normale y — 2 = — 4 (x — 4) ou 4x + y — 
— 18 = 0. 


631. Former les équations de la tangente et de la nor- 
male à la courbe y = 2° + 21° — 4x — 3 au point (—2, 5). 
632. Former les équations de la tangente et de u nor- 


male à la courbe 
y=y z—1 
au point (1, 0). 


633. Former les équations de la tangente et de la nor- 
male aux courbes aux points indiqués: 


69 


« 


a) y = tg 2x à l'origine des coordonnées; 
Q z—1 Q ,e Q 

b) y = arcsin —5— au point d'intersection avec 
l'axe OX ;: 

C) y = arccos 3x au point d’intersection avec l'axe OŸ ; 

d) y =Inz au point d’intersection avec l'axe OX; 

e) y —=et-* aux points d’intersection avec la droite 
y = À. 

634. Former les équations de la tangente et de la nor- 
male à la courbe 


7 —1+t 


13 ? 


au point (2,2). 
635. Former l'équation de la tangente à la courbe 
z=tcost, y—=tsint 
à l'origine des coordonnées et au point = 

636. Former les équations de la tangente et de la nor- 
male à la courbe 2° + y? + 2r — 6 — 0 au point d’ordonnée 
y = à. 

637. Former l'équation de la tangente à la courbe 
2$ + y° — 2ry = 0 au point (1, 1). 

638. Former les équations de la tangente et de la nor- 
male à la courbe y — (x — 1) (x — 2) (x — 3) aux points 
d'intersection avec l'axe des abscisses. 

639. Former les équations de la tangente et de la nor- 
male à la courbe 


y = Art + 6ry au point (1,2). 


640*. Montrer que la tangente à l'hyperbole xzy = a° 
limitée par les axes de coordonnées est partagée en deux 
segments égaux par le point de tangence. 

-. 641. Montrer que pour l’astroïide z°/3 + y*/3 — a°/3 la 
tangente limitée par les axes de coordonnées a une grandeur 
constante*égale à a. 

642. Montrer que les normales à la développante de 

cercle 


zx = a(cost+itsint), y =a(sint—toeost) 
sont tangentes au cercle 2° + y* = a°. 
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643. Déterminer l'angle d'intersection des paraboles 
y ={(z—2) et y — —4 + Gr — 2. 

644. Sous quel angle les paraboles y = z° et y = 1° se 
coupent-elles ? 

645. Montrer que les courbes y — 41° + 2r — 8 et y — 
= 2$ — x + 10 sont tangentes au point (3; 34). Sont-elles 
tangentes au point (—2; 4)? 

646. Montrer que les hyperboles 


0 o 9 na 
zy = &*, 2 — y" = b* 


se coupent sous un angle droit. 

647. Etant donnée la parabole y 2. calculer la 
longueur de la sous-tangente, de la sous-normale, de la 
tangente et de la normale au point (1; 2). 

648. Déterminer la longueur de la sous-tangente à la 
courbe y — 2* en un point quelconque. 

649. Montrer que pour l’hyperbole équilatère 2° — y* — 
— q° la longueur de la normale au point courant est égale 
au rayon vecteur de ce point. 

650. Montrer que la longueur de la sous-normale à l’hy- 
perbole 2° — y* = a° au point courant est égale à l'abscisse 
de ce point. 


651. Montrer que les sous-tantentes à l'ellipse = FT = 


= 1 et au cercle x? + y* — a° aux points de mêmes abscisses 
sont égales. En déduire un procédé de construction des 
tangentes à l’ellipse. 


652. Déterminer les longueurs de la tangente, de la nor- 
male, de la sous-tangente et de la sous-normale à la cycloïde 


zx =a(t —-sint), 
y = a (1 — cost), 
en un point courant £ = {o. 


653: Déterminer l’angle formé par la tangente et le 
rayon vecteur à la spirale logarithmique 


r —= aev. 


654. Déterminer l’ angle formé par la tangente et le rayon 
vecteur à la lemniscate r* = a° cos 2q au point de tangence. 
655. Déterminer les longueurs de la sous-tangente, de la 
sous-normale, de la tangente et de la normale polaires ainsi 
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que l’angle formé par la tangente et le rayon vecteur à la 
spirale d’Archimède 
r = ag 


au point de tangence d'angle polaire q@ = 2nx. 

656. Déterminer la longueur de la sous-tangente, de la 
sous-normale, de la tangente et de la normale polaires 
ainsi que l'angle formé par la tangente et le rayon vecteur 


à la spirale hyperbolique r — 5 au point courant ® = %o; 


Tr = To. 
657. La loi du mouvement d’un point de l’axe OX est 


T=dt=t. 


Déterminer la vitesse du mouvement de ce point aux instants 
to = 0, ti = 1, t> = 2 (x est donné en centimètres et { en 
secondes). 
658. Deux points se déplacent sur l'axe OX suivant les 
lois 
z = 100 + 54 
et 


_ 3 
T= St 


où { >> 0. Avec quelle vitesse ces points s’éloignent l’un de 
l’autre à l’instant de leur rencontre (x est donné en centi- 
mètres et { en secondes)? 

659. Les extrémités du segment AB = 5 m glissent sur 
les axes de coordonnées OX et OY (fig. 16). La vitesse de 
déplacement de l'extrémité À est égale à 2 m/s. Quelle est 
la vitesse de déplacement de l'extrémité B quand l’extré- 
mité À se trouve à la distance OA = 3 m de l'origine des 
coordonnées ? 

660*. La loi du mouvement d’un point matériel lancé 
vers le haut dans le plan vertical OXY (fig. 17) sous un 
angle & avec l'horizontal et avec la vitesse initiale v, est 
donnée par les formules (on néglige la résistance de l’air) 


o 
2 


T—=VotCOS&, y = Vol Sin à — e , 
où £ est le temps, g l'accélération de la pesanteur. Déter- 
miner la trajectoire du mouvement et la portée du vol. 
Déterminer également la grandeur de la vitesse du mouve- 
ment et sa direction. 
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661. Un point se déplace sur l’hyperbole y — © de 


manière que sou abscisse x croît uniformément à raison d’une 
unité par seconde. On demande avec quelle vitesse varie son 
ordonnée lorsque lo point coïncide avec le point (5; 2)? 
662. Quel est le point de la parabole y — 18zx dont l'or- 
donnée croît deux fois plus vite que son abscisse ? 


Fig. 16 Fig. 17 


663. Un des côtés d'un rectangle a une longueur constan- 
te a = 10 cm et l’autre côté b croît avec une vitesse cons- 
tante de 4 cm/s. Avec quelle vitesse la diagonale et l’aire 
du rectangle croissent à l'instant où b — 30 cm? 

664. Le rayon d’une sphère augmente uniformément avec 
la vitesse de 5 cm/s. On demande avec quelles vitesses crois- 
sent la surface et le volume de la sphère à l'instant où son 
rayon est égal à 50 cm? 


665. Un point se déplace sur la spirale d’Archimède 
Tr = ap 


(a — 10 cm) de manière que la vitesse angulaire de rotation 
de son rayon vecteur est constante et égale à 6° par seconde. 
Déterminer la vitesse d’allongement du rayon vecteur r 
à l'instant où r — 25 cm. 

666. Une tige non homogène AB a une longueur de 
12 cm. La masse de la partie AM de cette tige est propor- 
tionnelle au carré de la distance du point courant M 
à l'extrémité À et est de 10 g pour AM = 2 cm. Déterminer 
la masse de la tige entière AB et la densité linéaire en un 
point quelconque M. Déterminer la densité linéaire de la 
tige aux extrémités À et B? 
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$ 5. Dérivées d'ordres supérieurs au premier 


49. Définition des dérivées d'ordres supé- 
ricurs. On appelle, par définition, dérivée du deuxième ordre ou 
dérivée seconde de la fonction y = f (x) la dérivée de sa dérivée, c’est- 
à-dire 

y" = (y). 
On désigne la dérivée seconde par l’une des notations: 
; d°y ’ 
y", OÙ ou f” (x). 


Si z = f (t) est la loi du mouvement rectiligne d’un point, alors Le 
est l'accélération de ce mouvement. 

D'une manière générale, la dérivée d'ordre n ou la dérivée n-ième 
d'une fonction y = f (x) est par définition la dérivée de la dérivée 
d'ordre (n — 1). Pour la dérivée d’ordre n, on fait usage des notations 


dny 
dxn ? 


Exemple . Calculer la dérivée du deuxième ordre de la 
fonction 


y(w, ou ou f(n) (x). 


y = In (1 — x). 


: A, on [—1\" 
Solution. y noue y =(=) —((—2E 


20. Formule de Leibniz. Si les fonctions uw = q (x) 
et v — %Ÿ (z) possèdent des dérivées us l’ordre nr inclus, alors 
on peut calculer la dérivée d'ordre n du produit de ces deux fonctions 
à l'aide de la formule de Leibniz 


n(n—1) 


(uv)(n) = un) y + nutn= y’ + 15 utn—2) 0” + ….. + uv), 


30. Dérivéesdunr-ième ordre desfonctions 
données sous forme paramétrique. Si 


{ z=@ (t), 
y = (t), 


TT dy . d? 4 : 
alors les dérivées Ve, Ver = peuvent respectivement être 


calculées par les formules 


’ yt æ CAN (ux)t CZ) (Yxx)! 
Xe ’ Yrx (xx = xxx = 7 —;, CL. 
t t 


La dérivée du deuxième ordre est donnée par la formule 
= Tir tt 
NC 
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Exemple 2. Calculer y” si 


T—=a cos {, 
y=bsint. 
Solution. Ona 
(bsint), b.cos t b . 
CLUB 
(a cost), —asint a 
et 
: b —1 
—— ctgt : 
_{ ctge) a Sin“t b 
. (a cost), 7 —asint a® sinÿ { 


A. Dérivées d'ordres supérieurs des fonctions explicites 


Dans les exercices ci-dessous, calculer la dérivée du 
second ordre des fonctions données. 


667. y—x$+7r—5r+4. 671. y—In (z+V a+). 


668. y—e". 672. f(x)=(1+ z°)-arctgr. 
669. y —sin°z. 673. y— (arcsin x)°. 

— In2/141 1 2 = # 
670. y=In}/1+x:. 674. y=ach+. 


675. Montrer que la fonction y — nn satisfait à 


l'équation différentielle 1 + y'* — 2yy” 


= , 


676. Montrer que la fonction y — * satisfait à 


DE z°e 
l'équation différentielle y” — 2y" + y = e*. 

677. Montrer que la fonction y = Cie-* + C2e°* satis- 
fait, quelles que soient les constantes arbitraires C; et C:, 
à l'équation différentielle y” + 3y’ + 2y = 0. 

678. Montrer que la fonction y — e** sin 5x satisfait 
à l'équation y” — Ay' + 29y = 0. 

679. Calculer y"; Si y = 2° — Dxr° + ee 2, 

680. Calculer f f” (3), si f (x) = (2z — 

681. Calculer y(V) pour la fonction És = ]n (14 + 

682. Calculer y(VD pour la fonction 1= sin A 

683. Montrer que la fonction y — e-* cos x satisfait 
à l'équation différentielle y(V) + 4y = 0 
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684. Calculer f (0), f’ (0), f” (0) et f” (0) si f (x) = 


— e* sin z. 


685. L’équation du mouvement d’un point de l’axe OX 


zx —= 100 + 56 — 0,0011. 
Calculer la vitesse et l'accélération de ce point aux instants 
to = 0, = 1, ts — 10. 
686. Un point M se déplace sur la circonférence z° + 


est 


+ y = a? avec une 


Fig. 18 


vitesse angulaire « constante. Déter- 
miner la loi du mouvement de sa pro- 
jection M, sur l’axe OX, si à l'instant 
t = 0 le point M occupait la position 
M (a, 0) (fig. 18). Calculer la vitesse 
et l'accélération du mouvement de ce 
point. 

Déterminer la vitesse et l’accélé- 
ration du point M, à l'instant initial 
et lorsqu'il repasse à l'origine des 
coordonnées. 

Quelles sont les valeurs maximales 
des grandeurs absolues de la vitesse 
et de l'accélération du point M:? 


687. Déterminer la dérivée d'ordre nr de la fonction 
y = (ax + b)" (n est un nombre entier). 
688. Calculer la dérivée d'ordre r des fonctions: 


1 
a) y=-— 


; b)y=Vz. 


z 
689. Calculer la dérivée d'ordre r des fonctions: 
a) y=sinz; e) =: 
b)y=cos2r;  f)y=itt; 
c) y—e"sx; g) y—sinz; 


d) y=lin({+z); bb) y=In(ar+b). 
690. Appliquer la formule de Leibniz pour calculer 


y, si: 


27 e 


a)y—=ze; b)y=.e""*; 


c) y(1—2*)cos zx; d) y= 


691. Calculer jf” (0), si f(x) —In 
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e) y—=æilnx. 


1—7 


B. Dérivées d'ordres supérieurs des fonctions données 
sous forme paramétrique et des fonctions implicites 


dy 
Calculer -; dans les exercices ci-dessous. 


ca. = né, Peine {, = t, 
e) {° —={" ; y=Iin({+é#); + — V 1—412. 
693 ous. Li 
re) y=asint; g y=a(i—cost); 
b ptet d prete: 
y = asin{ ) y—=a(cost+isint). 
z= cos 2f, zx = arcigé, 
694. a) { y= sin? 695. a) { À 2: 
ze"! z=lné, 
1) Lu À: 
PO T1 


z=e cost, 
696. Calculer TH si a 
y—=e sméié. 


= ]n (1 +4), 
697. Calculer © ss pour £—=0 si Foa + é°) 
698. Montrer que y en tant que fonction de x définie 


par les formules z=—sint, y—aet V2- be-t V2 vérifie, quel- 
les que soient les constantes a et b, l’équation différentielle 


d° di 
Ar) —z 7 = 2y. 


Calculer y” + dans les exercices ci-dessous. 


z= sect, z=e"!, 
699. 701. 
Pass gÉ on 
z=e"" cost, 
y=e sni. 


d'y . z=ln l, 
702. Calculer Tin S { y=i", 
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703. La fonction y = f (x) étant donnée, on demande de 
calculer les dérivées x”, x” de la fonction inverse x — f-1 (y). 
704. Calculer y” si 2° + y? = 1: 


Solution. On a, d’après la règle de dérivation des fonctions 


e 8 CN SN EE _+z CS LA ne y— zy" 
composées, 2x + 2yy’ —0, d'où y’ — F et y” — (£) =- 
Substituant y’ par sa valeur, on a finalement : 

; 2L 72 1 
js Ve 


y$ yÿ | 


On demande, dans les exercices ci-dessous, de déterminer 
la dérivée y” de la fonction y = f (x) donnée sous forme 
implicite. 


705. y* = 2pz. 707. y = x + arctg y. : 
706. + — 
708. En partant de l'équation y=z+1ny, calculer + 
t dx 
ae 


709. Calculer y” au point (1; 1) si 
D + 5xy + y — 2x + y — 6 = 0. 
710. Calculer y” au point (0; 1) si 
Cf — 2zy + y" = 1. 
711. a) La fonction y est donnée sous forme implicite par 
l'équation 
+ 2xy + y° — 4x + 2y — 2 = 0. 


Calculer TH au point (1; 1). 


ÉU LL 0? 
b) Calculer ns Si +y= a. 


$ 6. Différentielles du premier ordre 
et d'ordres supérieurs 
10. Différenticlle du premier ordre. La 
différentielle (du premier ordre) de la fonction y = f (x) cest, par défini- 
tion, la partie principale de son accroissement, linéaire par rapport 
à l'accroissement Ar = dx de la variable indépendante z. La diffe- 
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rentielle d’une fonction est égale au produit de sa dérivée par la dif- 
férentielle de la variable indépendante 


dy = y'dz. 
D'où À 
, ___ ay 
Gr ° 


Si MN désigne un arc de courbe du graphique de la fonction y = f (x) 
(fig. 19), MT la tangente au point M (x, y) avec 


PQ = Az = dx, 
alors l'accroissement de l’ordonnée de la tangente est 
AT = dy 
et le segment 
AN = Ay. 


Exemple 1. Calculer l'accroissement et la différentielle de 
la fonction y = 37° — x. 


Solution. Première mé- 
thode: 


Ay=3(z+ Azf—(r+ Ar) —3m+7z 


ou 
Ay = (6x — 1) Ar + 3 (Az). 


Par conséquent, 

dy = (6x — 1) Az = (6x — 1) dz. 
Deuxième méthode: 
y" = 67 — 1; dy= y" dr = (6x — 1) dx. Fig. 19 


E xemple 2. Calculer Ay et dy pour la fonction y = 3x? — zx 
pour x — 1 et Az — 0,01. 
Solution. Ay = (6x — 1)-Az + 3 (Az)? = 5-0,01 + 
+ 3.(0,01)* = 0,0503 
et 
dy = (6x — 1) Az = 5:0,01 = 0,0500. 


20. Propriétés fondamentales des diffé- 
rentielles: 
4) de = 0, où c est une constante. 
2) dz = Az, où zx est la variable indépendante. 
3) d'(cu) = c du. 
4) d'(u + v) = du + dv. 
9) d'(uv)=u do + v du. 
6) d (+) DR 00 (v =£ 0). 
UV U* 
7) df (u) = f° (u) du. 
30. Applications de la différentielle aux 


calculs approchés. Si l’accroissement Az de la variable 
indépendante x est petite en valeur absolue, alors la différentielle 
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dy et l'accroissement Ay de la fonction y = f (x) sont approximati- 
vement égales 


Ay = dy, 
c’est-à-dire 
f(z+ Az) —f(z:) =f" (2) Az, 
d’où 
f (& + Az) &f (z) + f’ (2) Az. (1) 

Exemple 3. Dire de combien varie approximativement le 
côté d’un carré si son aire augmente de 9 m? à 9,1 m‘? 

Solution. Si z désigne l'aire du carré et y son côté, alors 


y= Vz. 


Par l'hypothèse x = 9, Az = 0,1. 


On calcule approximativement l'accroissement Ay du côté du 
carré par 


Ay = dy=y'Az= 


1 
—.0,1 —0,016 m. 
2V9 
40, Différentielles d'ordres perse La 
i 


différentielle du deuxième ordre est par définition la différentielle de la 
différentielle du premier ordre: 


dy = d (dy). 


De manière analogue, on définit les notions de différentielle du troisième 
ordre, etc. 


Si y—=f(z) et si z est la variable indépendante, alors 
dy = y" (dx), 
Sy = y" (dr), 
dan y = y'n) (dx)n. 
Si y = f(u), où u = p (x), alors 
dy = y”(du)* +y'du, 
dy = y" (du) + 3y"du-Œu + y Au, 
etc. (Ici les primes indiquent les dérivations par rapport à u). 


712. Calculer l'accroissement Ay et la différentielle dy 
de la fonction y — 5x + rx° pour zx = 2 et Az — 0,001. 
713. Calculer 


di—x) 


1 : sn 
pourx — 1etAz = — - sans se servir de la dérivée. 


714. L'aire S d’un carré de côté x est donnée par la for- 
mule $ = z°. Calculer l'accroissement et la différentielle 


80 


de cette fonction et en déduire la signification géométrique 
de cette dernière. 

715. Donner une interprétation géométrique de l’accrois- 
sement et de la différentielle pour les fonctions suivantes: 

a) l’aire du cercle S — n1° ; b) le volume du cube v = xt. 

716. Montrer que si Az —+ 0 l’accroissement de la fonc- 
tion y — 2* correspondant à l’accroissement Az de zx pour 
tout zx est équivalent à l'expression 2* In 2Azx. 

717. Pour quelle valeur de z la différentielle de la fonc- 
tion y = 1° n’est pas équivalente à l’accroissement de la fonc- 
tion lorsque Az — 0? 

718. La fonction y = | x | possède-t-elle une différen- 
tielle pour z = 0? 

719. En utilisant la dérivée, calculer la différentielle 
de la fonction y = cosx pour x — = et Az — HE 

720. Calculer la différentielle de la fonction 


2 
SRE 
pour z—9 et Ar — —0,01. 
721. Calculer la différentielle de la fonction 
y = gx 
pour z=+ et Ar= 
On demande, dans les exercices ci-dessous, de calculer 
la différentielle et l'accroissement des fonctions données pour 
les valeurs arbitraires de la variable indépendante. 


722. y— _— ; 725. y —arctg _. ë 
723. y=— 726. y—e-*. 


724. y= arcsin +. 727. y=zinz—x. 
728. y=hi. 729. r = ctg p+ cosec y. 


731. Calculer dy, si 2? + 2xy — y? = a1. 


Solution. D'après la propriété d’invariance de la diffé- 
renticlle, on trouve: 


2x dr + 2 (y dr À- x dy) — 2y dy = 0. 


6—0361 


D'où 
dy = — TH y dx. 
T— y 


On demande, dans les exercices ci-dessous, de calculer 
la différentielle des fonctions données sous forme implicite. 
732. (x + y}° (2x + y} = 1. 


733. y — e V, 
734. In Vr°+y°=arctg _ 2 


735. Calculer dy au point (1; 2), si y° — y = 62°. 
736. Calculer approximativement la valeur de sin 31°. 


. o_ = LE 
Solution. Posons z = arc 30° = — et Az—arc 1° — 180 ” 
La formule (1) (voir 3°) donne sin 31° = sin 30° + ——> cos 30° — 


180 
— 0,500 + 0,017 x VS æ 0,515. 


737. En l'accroissement de la fonction par sa 
différentielle calculer approximativement : 

a) cos 61; c) et; e) arctg 1,05. 

b) tg 44°; d) In 0,9; 

738. Dire approximativement de combien augmente le 
volume d’une sphère si son rayon R — 15 cm s’allonge 
de 2 mm? 

739. Etablir la formule approchée (pour des | Az | petits 
par rapport à x) 


——. Az 
Vz+Arz Vi+ez 


Calculer approximativement V5: V 17; V 70; V/640 à l'aide 
de cette formule. 
740. Etablir la formule approchée 


Vita y 2t 


. calculer approximativement les Éd de 9/10 NT : 
200. 
741. Calculer la valeur approchée des fonctions : 
a) y—2—42 +5xz+3, pour z— 1,03; 


b) f(x) = V 1+zx, pour zx=0,2; 


c) f(x) = ES pour z= 0,1; 

d) y=et-*, pour z=—1,05. 

742. Calculer la valeur approchée de tg 45°3’20”. 
743. Calculer approximativement arcsin 0,54. 
744. Calculer approximativement ÿ 17. 


745. En se basant sur la loi d'Ohm 7 =? montrer 


que les petites variations de l'intensité de courant corres- 
pondent aux petites variations de la résistance et qu'on 
peut les calculer approximativement à l’aide de la formule 


I 
AT= —— -AR. 


746. Montrer qu’une erreur relative de 1 % faite lors- 
qu’on mesure la longueur du rayon d’un cercle ou d'une 
sphère entraîne une erreur relative approximative de 2 % 
pour l’aire du cercle et celle de la sphère. 

747. Calculer d°y, si y — cos 5x. 


Solution. dy = y” (dz°) — —25 cos 5x (dr)°. 


748. u— V 1—z°, calculer d'u. 
749. y = arccos z, calculer d°y. 
750. y—sinzlinz, calculer d°y. 
791. z2— 2£ . Calculer d?z. 

752. z2— ze”, calculer diz. 


793. 2= 5 — . Calculer diz. 


794. u—=3sin(2z+5), calculer d'u. 
755. y—=e*%8& sin (x sin a), calculer d'y. 


$ 7. Théorèmes de la moyenne 


10, Théorème de Rolle. Si la fonction f (x) est continue 
sur l'intervalle fermé a & x & b, possède une dérivée f’ (x) en chaque 
point intérieur de cet intervalle formé et si 


f (a) = f (b), 
il existe alors au moins une valeur de la variable indépendante z = £, 
avec a << E << b telle que 


f"() = 0. 


20. Théorème de Lagrange. Si la fonction f (x) est 
continue sur l'intervalle fermé a << x < b et possède une dérivée 
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en chaque point intérieur de cet intervalle fermé, alors 
f (b) — f (a) = (b — a) f' (E) 
où a LE <b. 
30. Théorème de Cauchy. Si les fonctions f(x) et 
F (x) sont continues sur l'intervalle fermé a < z < b et si pour 


a << zx << b elles possèdent des dérivées qui ne s’annulent pas simul- 
tanément et si F(b)  F (a), alors 


+G@)—f(a) _f'E 
F(b)—F (a) 7" F') ! ou aLE<b. 


756. Montrer que la fonction f (x) = x — 1° satisfait 
au théorème de Rolle sur les intervalles fermés —1 < zx < 0 
et 0 < x < 1. Déterminer les valeurs correspondantes de E. 


Solution. La fonction f (x) est continue et dérivable pour 
toutes les valeurs de z, de plus f (— 1) = f (0) = f (1) = 0. Par 
conséquent, on peut appliquer le théorème de Rolle pour intervalles 
fermés — 1<r<0 et O<Lz<1. Pour déterminer E, formons 
l'équation f’ (x) = 1 — 31° = 0 


| 4 PE 
D'où ny. ny À avec —1<E, <0, O LE, <1. 


757. La fonction f(2x)=} (z—2}° prend aux extrémités 
de l'intervalle fermé [0 ; 4] des valeurs égales 
f(0)=f(4) = 4. 
Peut-on appliquer le théorème de Rolle à cette fonction sur 
l'intervalle fermé [0; 4]? 
758. Est-ce que les conditions du théorème de Rolle sont 
vérifiées pour la fonction 
f(@) =tez 
sur le segment [0; x]? 
759. Soit 
f@=2@+1)@+2)( +3). 
Montrer que l'équation 
f G)=0 


a trois racines réelles. 
760. L'’équation 
e —1+xz, 


comme il est évident, a x — 0 pour racine. Montrer que cette 
équation n’a pas d'autres racines réelles. 
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761. On demande de vérifier si les conditions du théorè- 
me de Lagrange sont satisfaites pour la fonction 


f&)=z-? 


sur l'intervalle fermé [—2:; 1] et trouver la valeur intermé- 
diaire correspondante de E. 


Solution. La fonction f(x) = x — x° est continue et dériva- 
ble pour toutes les valeurs de z, de plus f” (x) — 1 — 3°. D'où, d'après 
la formule de Lagrange, on AE (4) —f(—2) = 0 — 6 — de — (2 Œ), 
c'est-à-dire f’ (£) — — 2. Par conséquent, 1 — 3E° — = +1 
ainsi seule la valeur E = — 1 est acceptable, pour cudlle l inégalité 
2< E <1 est vérifiée. 


762. On demande de vérifier si les conditions du théorè- 
me de Lagrange sont vérifiées et de calculer la valeur inter- 
& 


médiaire correspondante ËE pour la fonction f (x) == z° sur 
l'intervalle fermé [—1; 1]. 

763. Trouver un point sur la parabole y — 2° compris 
entre les points À (1; 1) et B (3; 9) tel que la tangente 
en ce point soit parallèle à la corde AB. 

764. Démontrer la formule 


sin (t + h) — sinxz —=hcosE 


où z<E<z+h à l'aide du théorème de Lagrange. 
765. a) Vérifier les conditions du théorème de Cauchy 
pour les fonctions f (x) = 2 + 2 et F (x) = 2° — 1 sur 
l'intervalle fermé [1, 2] et déterminer E; 
b) même exercice pour les fonctions 1) — sin zx et 


F (x) = cos x sur l'intervalle fermé [ 0, 5 |. 


$ 8 Formule de Taylor 


Si la fonction f (x) est continue et si elle possède des dérivées 
continues d’ d'ordre (nr — 1) inclus sur l'intervalle fermé a < x < b 
(ou b < r < a), si, en outre, en chaque point intérieur de cet inter- 
valle fermé la dérivée f(x) existe et est finie, on a alors la formule 
de Taylor 


E— 


fa) = 1 (0) + (ea) f' (+ EE pr ça) + EE fr (a + 
anse on. je (©, 


sur cet intervalle fermé, où E=a+0(z—a)et 0 <0 < 1. 
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En particulier, pour a = 0, on a . : Maclaurin) 


f(z)=f(0)+zf (C)+ FF (04. Sn PERRET LUE UE m— FE ar 00) + 


+ fe (E) 

où E—0z, 0<0<1. 

766. Développer le polynôme f (x) — 2° — 22° + 3x + 
+ 5 suivant les puissances entières du binôme x — 2. 

Solu OR. f" (&) = 6z — 4; 
1” = 6; on (2) = 0 pour n > 4. 
f2)=11;f(2)=7; f , = 8; f""”" (2) = 6. 

Par conséquent, 


284 345114 (2—2).74 EE 84 EN 


-6 


ou 
D — De + 8z+ 5— 11H T(z — 2) + 4(z — 2) + (x — 2}. 


767. Développer la fonction f (x) — e* suivant les puis- 
sances du binôme x + 1 en s’arrêtant aux termes contenant 
(z + 1}$. 


Solution. f(M (r) = e* pour tous les n, f(M)(— 1) = Par 
ts 


2 3 


où E=—1+0(r+1); 0O<0<1. 


768. Développer la fonction f(x) = Inzx suivant les 
puissances de x — 1 en s’arrêtant aux termes contenant 
(x — 1}°. 

769. Développer la fonction f (x) = sin x suivant les 
puissances de x en s'arrêtant aux termes contenant x° et au 
terme zx. 

770. Développer la fonction f (x) = e* suivant les puis- 
sances de z en s’arrêtant au terme contenant xz"”i. 

771. Montrer que sin (a + h) diffère de 


sin a +hcosa 
#0 , 
d’une quantité non supérieure à 3 h. 
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772. Expliquer d’où proviennent les formules approchées 
—_—_—__—— Â " 

a) Vi+zz 145752, [z|<<1, 

b) 7 1tzz 145, |z| << 4 


et évaluer l'erreur commise. 
7173. Evaluer l'erreur commise dans la formule 


1 1 1 
Etant tar: 
774. Une corde pesante suspendue sous l’action de son 


poids prend la forme de la chaînette y = a ch = . Montrer 


que, pour des | z | petits, la forme de cette corde est donnée 
approximativement par la parabole d’équation 


2 
y=a+s—. 


775*. Montrer que pour |x| & a on a l’égalité approchée 


: a 
e = A = 
a —T 


< z\2 à 
à (2) près. 


$ 9. Règle de Lhopital-Bernoulli pour lever 
les indéterminations 


10. Indéterminations des types+ et —. Soient 


f (z)et q (x) deux fonctions univoques dérivables pour 0 <|[z —a|< 
< h, dont la dérivée de l’une d'elles ne s’annule pas. 

Si f (x) et p (x) sont infiniment petits ou infiniment grands pour : 
z— a, c'est-à-dire si le rapport ue présente au point r — a une 
indétermination du type + ou _ alors 


__f@ _n. f& 
RS) an QU) 


si la limite du rapport des dérivées existe. 
La règle est également vraie dans le cas a — co. 
| C 


Si le rapport 


= pour z = a présente de nouveau une indé- 
termination de l'un types indiqués et si f’ (x) ot p’ (x) vérifient 
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les conditions énoncées pour f (x) et @ (x), on peut alors passer aux 
rapports de dérivées secondes, etc. 

Toutefois, il faut remarquer que la limite du rapport cn peut 
exister sans que celle du rapport des dérivées existe (voir exercice 
n° 809). 


20. Autres indétecrminations. Pour lever une indéter- 
mination du type 0-c, on transforme le produit fi(r)-fa(x), où 


lim f,(z) 0 et lim fa(r) —0co, en rapport He (au type T) ou 
fa (2) fe (2) 

a (T ee 
4 (au type +). 


fs (x) 
Dans le cas d’une indétermination du type o—oo, il faut trans- 


former la différence f;(z)—f.(z) en produit f(x) pie et 
1 
lever d’abord l'’indétermination pour ES si lim 2e = 1, on 
+X—a 
met la différence f; (r)—f. (x) sous la forme | 
_ fa (x) 
f1 (2) 0 
— + —— (au type F) : 
fs (x) 


Les indéterminations des types 1%, 09, 0 peuvent être levées 
en prenant d’abord le logarithme et en calculant la limite du logarithme 
de [fi (2)]’ 30%) (ce qui se ramène à lever une indétermination 
du type 0-0). 

Dans certains cas, il est fructueux de combiner la règle de Lhopital 
et la détermination de limites à l’aide des transformations élémentaires. 


Exemple 1. Calculer 


: in z 
lim 


(au type +) : 


Solution. On a, en appliquant la règle de Lhopital, 
Inz _,. (Inx)’ _ sin? x 


m = lim =" — 
x—0 Ctgz x=0 (Ctgr) x0 TZ 


Nous avons une indétermination du type > mais il n’y a pas lieu 


d'appliquer la règle de Lhopital, puisque 
._ Sin°z .  Sinz 
lim ———— lim 


sin z—1-0—0, 
x—0 TZ x—0 
Ainsi, on a finalement 
| In z 
lim = 
x—0 citg 
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Exemple 2. Calculer 


; 1 | 
lim (+) (du type O0 — 00). 


On trouve, en réduisant les fractions au même dénominateur, 


lim + _ Jim 2ZSinŸz (au tune 0 
+0 \ Sin z =) lin z® sin z JP } ù 


Avant d'appliquer la règle de Lhopital, remarquons que le dénomina- 
teur de cette dernière fraction est équivalent à l’infiniment petit 
(chap. I, $ 4) z? sin? zx - xt. On trouve donc 


x+0 \Sin®z 2° | | x0 z* YF ) ° 


D'après la règle de Lhopital, 
1 ) 2r —sin 2r 2—2 cos 2r 


= ]im — — lim 


li = — 
X—+0 4TS x—0 12x? 


M {——— — 
lim (— z3 


On trouve, en continuant à l’aide de transformations élémentaires 


M 


Sin® z zx? 


; 1 1 . 14 — cos 2rz . 2sin°z | 
lim ( ]= die RE lie 
x—0 


Exemple 3. Calculer 
3 


lim (cos 27) © (du type 1®%). 
x—0 


En prenant le logarithme et en appliquant la règle de Lhopital, on 
trouve : 


3 


— 9 
lim In (cos 2r) *” — lim neo — —6 lim te — 
x—0 x0 T° x+0 27 


Par conséquent, 
* lim (cos 2r)/*° = 6-6, 


x—0 


On demande de déterminer la limite des fonctions dans 
les exercices ci-dessous. 


76 Va = © 


xt P—7z+6 
: __ 23272 |. GBr2—4r—1 1 
Sorution ET Sr ant dt Le 
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.  TCOSZ—SINnZ . ex 
777. a 783. Dies 
TT D — 78h. lim®Z, 
x—1 1—sin + X—oo Ÿÿ ZT 
EL 
779. lim EL. 785. lim—®—, 
x0 1—C0S TZ x—0 te 
780. lim tgz—sinz 786. lim In (sin mx) 
"0 2—Sinz ‘ " +0 Insinz ‘ 
._ secirz—2tgz : 
781. ME 77 Cl 787. lim (1 — cos x) ctg zx. 
sd 
._ (gr 
782. lin se 
0 
Solution. lim (1 — cos x) ctg z = lim (cos zx) cosz _ 
x—0 x0 Sin z 
Sp (1 — cos r):-1 _ li Sin z _0 
x0 sin z x0 COST : 
788. lim (1—2) te <-. 792. limzsin®, #>0. 
X—+ ea X—+ 00 
789. lim arcsin x ctg z. 793. limlnzin(r—1). 
x—0 x— 1 
. n x : z 1 
790. lim(z'e*), #>0. 794. lim (-s). 
791. limzsin —. 
X—+0 T 
Solution lim = - — — (nee Lt. = 
se z—1 In x ) er {—{)lnz 
DE z—1 ja La 
= in —————— lim D Lin ———— = 
x1 FRRLE PE x1 + x+1 1, 1 
Inz+— (x 1) In x Ed 2 - + 3 


Tr * 
5 

795 ci (= Z—2z—0 } 

796. lim 


= | 
e=#1L24—V2) 3(41—ÿ7) J° 


797. lim i-ss) 


ctgzr 2cosz 


Solution. On a z*=y, Iny=zinz; ininyelimeinre 


; x—0 
= lim ne = im” =0, d'où lim y =1, lim zx = 1. 
x—0 Es x—0 en x—+0 x—0 
z z® 
1 Es 
799. lim zx. 806. lim (ctgzr)"*x 
X—+“—#+ 00 
800. limz‘rinx, 
x—0 
801. limzsinx, 
x—0 
802. lim(1—x) 2 
x 1 ; 
803. lim (4 + x°)". 
x—0 
804. limz!-*. 
x+0 Fig. 20 
F14 4 
m\ 4 - 
805. lim (7) . 809. Démontrer que les limites 
| « 
dd z sin — 
a) Lim —— —0; 
x—0 Sin z 
. _ z—sinz 
DR eme 


ne peuvent être calculées par la 

règle de Lhopital-Bernoulli. Trouver ces limites directement. 

810*. Démontrer que l'aire d’un segment circulaire 

d'angle au centre «& petit, de corde AB = b et de flèche 
CD = h (fig. 20) est approximativement égale à 


2 


avec une erreur relative aussi petite que l’on veut pour 
œ —> 0 


CHAPITRE IN 

EXTRÉMUMS DES FONCTIONS ET 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 
DE LA DÉRIVÉE 


$ 1. Extrémums d’une fonction d’une variable 


19. Fonctions croissantes et fonctions 
décroissantes. On dit que la fonction y = f (x ) est croissante 
(resp. décroissante) sur un intervalle ouvert (ou sur un intervalle fermé) 
si, quels que soient les points z, et x: de cet intervalle ouvert (ou 
fermé), l'inégalité zx; <zr2 entraîne l'inégalité f (x;)  f (x2) 


ÿ 
5 
4 
| 
| 
| 
| 
0 3 x 
Fig. 21 Fig. 22 


(fig. 21,a) (resp. f (x1) >> f (x2) (fig. 21,b)). Si la fonction f (x) est 
continue sur l’intervalle fermé [a, b] et si f” (x) > 0 (resp. f’ (x) < 0) 
pour a << x << b, alors f (x) est une fonction croissante (resp. décrois- 
sante) sur l'intervalle fermé [a, b]. 

Dans les cas simples, le domaine d'existence d’une fonction f (x) 
peut être décomposé en un nombre fini d'intervalles de croissance ot 
de décroissance de la fonction (intervalles de monotonie). Ces intervalles 
sont limités par les points critiques x (où f’ (x) = 0 ou soit encore 
f’ (x) n'existe pas). 


Exemple 1. Etudier la croissance et la décroissance de la 
fonction | 
y=—2rz +5. 


Solution. Calculons la dérivée 
y = 2æ—2—2(r — À). (1) 
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D'où y” = 0 pour z = 1. On obtient deux intervalles de monotonie 
(— ©, 1) et (1, + co). La formule (1) donne: 1) si — © <r<1, 
alors y” < 0 ct, par conséquent, la fonction f (x) décroît dans l’inter- 
valle ouvert (— oo, 4); 2) si 1Â<z<+ ©, alors y’ > 0 et, par 
Sa LL la fonction f (x) croît dans l'intervalle ouvert 1, + oc) 
(fig. 22). 

Exemple 2. Déterminer les intervalles de croissance et de 
décroissance de la fonction 


2. LÀ 
17 z+2° 
Solution. Le point x = — 2 est un point de discontinuité 
de la fonction et y” = ETES 0 pour z -£ — 2. Par conséquent, 


la fonction y décroît dans les intervalles ouverts — 00 << z << — 2 
et — 2<z<+ co. 


Exemple 3. Etudier la croissance et la décroissance de la 
fonction 


1 1 
D se 5. 
ÿ= Ex 3 xd 
Solution. On a 
y = mA—r. (2) 
En résolvant l’équation z* — x? = 0, on trouve les points zx; = — 1, 


za = 0, z3 = 1 où la dérivée y’ s'annule. Puisque y’ peut changer 
de signe seulement lorsqu'on traverse les points où elle s'annule ou 
bien les points où elle a une discontinuite (dans le cas considéré y” 
n’a pas de discontinuité), dans chacun de ces intervalles ouverts (— ©, 
— 1),(—1,0), (0,1) et (1, + ©), la dérivée conserve un signe constant 
et, par suite, dans chacun de ces intervalles la fonction est monotone. 
Pour savoir dans quels intervalles la fonction croît et dans quels 
intervalles la fonction décroît, il faut déterminer le signe de la dérivée 
dans chacun de ces intervalles. Pour déterminer le signe de y’ dans 
l'intervalle (— oc, — 1), il suffit de connaître le signe de y’ en un point 
uelconque de cet intervalle; par exemple, au point zx = —2 on 
déduit e (2)y = 12>>0; par conséquent, y’ > 0 dans l’inter- 
valle ouvert (— c,— 1) et la fonction est croissante sur. cet inter- 
valle ouvert. De même, on trouve que y’ < 0 dans l'intervalle 


ouvert (— 1, 0) (pour le vérifier, il suffit, par exemple, de faire 
z = — 3) , ÿ < 0 dans l'intervalle ouvert (0, 1) (on peut faire ici 


:=T) et y’ > 0 dans l'intervalle ouvert (1, + oo). 


Ainsi, la fonction considérée croît dans l'intervalle ouvert 
(— co, — 1), décroît dans l'intervalle ouvert (—1, 1) et croît dans 
l'intervalle ouvert (1, “+ oo). 

20. Extrémums des fonctions. S'il existe un 
voisinage du point x, tel que pour chaque point x x, de ce voisinage 
l'inégalité (f (x) > f (xo) est vérifiée, on dit que le point z, est un 
point de minimum pour la fonction y = f (x) et que le nombre f (xo) 
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est le minimum de cette fonction y=f (x). De même, si pour chaque point 
z x d'un certain voisinage du point z, l'inégalité f (x) < f(z1) est 
vérifiée, on dit que z, est un point de maximum pour la fonction f (x) 
et que f(x) cst le maximum de cette fonction (fig. 23). Les points 
de minimum et de maximum d'une fonction s'appellent, par défini- 
tion, points d'ertrémum et les minimums et les maximums de la fonc- 
tion, les extrémums. Si x, est un point d’extrémum de la fonction f(x), 
alors f’ (zo) — 0 ou bien f”’ (xo) n'existe 
pas (condition nécessaire d existence 
d'un extrémum). La proposition inverse 
n'est pas vraie. Les points en lesquels 
{' (zx) = 0 ou n'existe pas (points criti- 
ques) ne sont pas nécessairement des points 
d’extrémum pour la fonction f Les 
critères suffisants d’existence ou d’absen- 
ce d’extrémums pour une fonction con- 
tinue f(x) sont donnés par les règles 
suivantes : 
Fig. 23 4. S'il existe un voisinage (zo — Ô, 
zo + Ô) du point critique xs où f(x) >> 0 
pour z9 — 0<<z<zo et f(x) << 0 pour 
Zo<z << 70 + Ô, alors x, est un point de maximum pour la fonction f (x); 
et si f” (x) << O0 pour ro — Ô Lr<zr et f’ (x) > 0 pour r LT < 
< 10 + Ô, alors z, est un point de minimum pour la fonction f (x). 

Si enfin on peut trouver un nombre positif à tel que f”’ (x) conserve 
un signe constant pour 0 << | zx — zo | << à, alors on dit que x, n'est 
pas un point d'extrémum pour la fonction f (x). 

2. Sif' (ro) = et f” (xo) << 0, alors x, est un point de maximum; 
Si f” (ro) — et si f” (xo) > 0, alors x, est un point de minimum; et si 
f" (zo) = 0, f” (xzo) = 0 et f’”" (zo) Æ 0, alors le point x, n’est pas un 
point d'extrémum. 

D'une manière générale, supposons que la première dérivée non 
nulle au point x, soit la dérivée d'ordre k de la fonction f (zx). Si k est 
pair, zo est un point d’extrémum, à savoir un point de maximum 
Si f(R(zo) << 0 et un point de minimum si f(® (ro) > 0. Si kest impair, 
le point z, n'est pas un point d’extrémum. 


Exemple 4. Trouver les extrémums de la fonction 


y=2r+3 7 z. 
Solution. Calculons la dérivée 
2 2 

+ —— z+i). 3 
pet (Vz+1) (3) 

En égalant à O0 la dérivée y’, on a: 

Vz+41=0. 
D'où on trouve le point critique z; = —1. La formule (3) donne: 
si z = — 1 — h, où À est un nombre positif arbitraire suffisamment 
petit, y >0; si z——1+h, alors y <0*). Par conséquent, 


*) Si on a des difficultés pour déterminer le signe de y’, on peut 
avoir recours à un calcul arithmétique en prenant pour À un nombre 
positif suffisamment petit. 
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z, = — 41 est un point de maximum de la fonction y, de plus ymax = 1. 
En égalant à 0 le dénominateur de y” donné par (3), nous trouvons 


v— 


ÿ z=0; 


d’où l’on trouve que le deuxième point critique de la fonction est 
z» = 0 où la dérivée y’ n'existe pas. Pour x = — h, il est évident 
que y’ <<0; pour r=h on a y” >0. 
Par conséquent, x: — 0 est un point 
de minimum de la fonction y, de plus, 
Ymin = 0 (fig. 24). L'étude du compor- 
tement de la fonction au voisinage du 
point x = — 1 peut également être 
faite à l’aide de la dérivée seconde 


En 
‘ 32 Vz 


Ici y” < 0 pour z;, = —1, et, par 
conséquent, z, — —1 est un point de 
maximum de la fonction. 


30. Plus grande Roses 
et plus petite valeur. La 
plus petite (resp. la plus grande) Fig. 24 
valeur d’une fonction continue f (x) 
sur l'intervalle fermé {a, b] est atteinte soit au point critique de la 
fonction, soit encore aux extrémités de l'intervalle fermé [a, b]. 


xemple 5. Trouver la plus petite et 

la plus grande valeur de la fonction 
y= DS —3r+3 
sur l’intervalle fermé —1 _ <r<2+. 
Solution. Puisque 
y" = 3x? — 3, 

les points critiques de la fonction y sont 
Z, = —1 et z2 — 1. En comparant les valeurs 
de la fonction en ces points et les valeurs de 
la fonction aux extrémités de l'intervalle 
fermé considéré 


(0e; vO)=t; y (14) 45; 
(25+)=1+ 


2 8 

Fig. 25 on en déduit (fig. 25) que la plus petite valeur 
de la fonction m — 1 est atteinte au point 

4 


z = 4 (au point de minimum) et la plus grande valeur M = {1 FT 


au point z = 21 (à l'extrémité droite de l'intervalle fermé). 
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Déterminer les intervalles de croissance et de décrois- 
sance des fonctions: 


811. y—1—4x7— 7. = + 
812. y—(z— 2}. D er ne 
813. y=(z+4}. 820. y—zxr+sinr. 
814. y—z (zx —3). 821. y—=zxinz. 
815. y=——. 822. y — arcsin (1 + x). 
: 823. y— 2e" 4x, 
816. y — 1 C1 
z 824. y = 2*-a, 
A er TR e 
818. y—(x—3) V x. CE ner 


Etudier les extrémums des fonctions suivantes: 


826. y — 2° + 4x + 6. 


_S olution. Calculons la dérivée de la fonction donnée: 


y" — 2x + 4. En égalant y’ à 0, on trouve les valeurs critiques de 
la variable indépendante z = —2. Puisque y” < 0 pour x < —2 
et y > Ù pour r> —2; x = —2 est un point de minimum de Ja 


fonction donnée, de plus ymin — 2- On trouve le même résultat en 
étudiant le signe de la dérivée seconde au voisinage du point critique 
y" = 2> 0. 

828. y = 2° — 32° + 3x + 2. 

829. y = 22° + Br? — 12r + 5. 


Solution. Calculons la dérivée 
y" = 6x? + 6x — 12 = G (x? + x — 2). 


En égalant à O la dérivée y’, on trouve les points critiques 


zy = —2 et z2 = 1. Pour déterminer le caractère des extrémums, 
calculons la dérivée seconde y” = 6 (2z + 1). Puisque y” (—2) < O, 
alors x, — —2 est un point de maximum de la fonction y, de plus 
Ymax = De même, on a y” (1) > 0. Donc, x: = 1 est un point 
de minimum de la fonction y et Ymin = —2. 
e = — 2, 16 
830 y a (x 12) 835. = 
831. y—r(z—1)?(z—2)5. 
= + 836. y=— 1, 
892. = ET VTT 
29 
833. y= #2, ÉT j en 
z—i1 ® y W 124 F 
(z— 2) (8—z) PRE 
Me 838. y—7/(#—1}. 
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839. y — 2sin 2x + sin 4x. 844. y—=chz.. 


840. y = 2c055+3cos— . ee ae 

841. y—z—In(i+x). IT 

842. y—zinz. BAT. y=——. 

843. y—zin*z. 848. y—z—arcte x. 


Déterminer la plus grande et la plus petite valeur des 
fonctions sur les intervalles fermés donnés (si l'intervalle 
fermé n’est pas indiqué, il faut alors déterminer la plus 
grande et la plus petite valeur de la fonction dans tout le 
domaine d'existence). 


849. y— es L 852. y = arccos x. 
850. y — Vz({0—2) (10—2). 893. y— zx" sur l'intervalle 


891. y =sint zx + cost x. So 
854. y = 2x + 3x* — 12 + 1 b) sur l'intervalle 
a) sur l'intervalle fermé [—1, 5]; fermé [—10, 12]. 
855. Montrer que, pour ” valeurs positives de zx, l’iné- 


galité 
z+1 z2 
est vérifiée. 

856. Déterminer les coefficients p et q du trinôme du 
second degré y = 2° + pr + q de manière que ce trinôme 
ait pour minimum y = 3 pour z = 1. Expliquer géomé- 
triquement le résultat obtenu. 

897. Démontrer l'inégalité 

| > 1<+z, pour zx Æ0. 
Solution. ee. la fonction 
fa) =e—(1+ 2). 


On trouve facilement que 2. fonction a un minimum unique 
f (0) = 0. Par conséquent, 


f@) > 7 (0), pour z #0, 


> 1+z, pour zÆ# O0, 
ce qu’il fallait démontrer. 


Démontrer les inégalités: 
3 
858. z——<sinr <z, pour z>0(. 


c'est-à-dire 


859. cosz>1—+, pour z£0. 


860. 25 <in (1Â+z) <zx, pour z > 0. 


861. Décomposer le nombre positif a en deux parties 
de manière que leur produit soit maximum. 


7—0364 Cr. 


862. Donner à un fil de fer de longueur L la forme d'uu 
rectangle de manière que son aire soit maximum. 

863. Parmi les triangles rectangles de périmètre 2p 
donné, déterminer celui dont l'aire est maximum. 

864. On demande de construire une plate-forme rectan- 
gulaire de manière que trois de ses côtés soient limités par 
une grille, le quatrième étant adjacent 


0 
AN à un mur de pierre. Quelle est la forme 
ocre la plus avantageuse (du point de vue 
4 ,. g  de:l'aire) si{l'’on dispose de Z mètres 
7/1 courants de grillage? 
865. A l’aide d’une feuille de carton 
Fig. 26 de côté a, on demande de faire une boîte 


rectangulaire ouverte de capacité maxi- 
mum en découpant des carrés sur les angles et en 
pliant les rebords de la figure obtenue en forme de croix. 
866. Un réservoir ouvert de base carrée doit avoir une 
capacité de v litres. Quelles doivent être les dimensions du 
réservoir pour que la quantité de fer-blanc utilisée soit 
minimum ? 
867. Parmi les cylindres de volume donné, déterminer 
celui dont l'aire totale est minimum. 
868. Inscrire dans une sphère donnée un cylindre de 


volume maximum. 
869. Inscrire dans une sphère un cylindre de surface 


latérale maximum. 
870. Inscrire dans une sphère un cône de volume maxi- 


mum. 

871. Inscrire dans une sphère un cône rectangle à base 
circulaire de surface latérale maximum. 

872. Circonscrire à un cylindre donné un cône rectangle 
de volume minimum (les plans et les centres de leurs bases 
circulaires coïncident). 

873. Parmi les cônes circonscrits à une sphère donnée, 
déterminer celui dont le volume est minimum. 

874. Une bande de fer-blanc de largeur a doit être pliée 
de manière à obtenir une auge cylindrique ouverte (fig. 26). 
Déterminer l’angle au centre afin que la capacité de l’auge 


soit maximum. 
875. Sur une feuille de forme circulaire on découpe 


+ 


un secteur de manière à obtenir un entonnoir de capacité 


maximum. 
876. Un récipient ouvert est constitué d’un cylindre 
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se terminant vers le bas par une demi-sphère ; l'épaisseur des 
parois est constante. Déterminér les dimensions du récipient 
de manière que, pour une capacité donnée, le matériel 
employé soit minimum. 

877. Déterminer la hauteur minimum hk — OB de la 
porte d’une tour verticale ABCD de manière que l’on puisse 
faire passer par cette porte une tige rigide MAN de longueur | 
et dont l'extrémité M  glisserait 
sur l'horizontale AB. La largeur D C 
de la tour d< 1 (fig. 27). 

878. On donne un point M o (to, 
ÿo) Situé dans le premier quadrant 0 
du plan. Faire passer par ce point dei 
une droite de manière que le 
triangle formé par cette droite et À 
les demi-axes de coordonnées posi- 
tifs ait une aire minimum. Fig. 27 

879. Inscrire dans une ellipse 
un rectangle d’aire maximum et dont les côtés seraient 
parallèles aux axes de l’ellipse. 

880. Inscrire dans le segment de parabole y* — 2pz 
déterminé par la droite x = 2a un rectangle d’aire maximum. 

881. Déterminer sur la courbe y — = un point, de 
manière que la tangente en ce point forme avec l’axe OX un 
angle dont la valeur absolue serait maximum. 

882. Un coureur deit relier le point À qui se trouve sur 
une des rives d’un fleuve au point B sur la rive opposée. 
Sachant que le coureur se déplace sur la rive à une vitesse 
k fois plus grande que dans l’eau, déterminer l'angle sous 
lequel le coureur doit couper le fleuve pour qu'il atteigne 
le point B dans le temps minimum. La largeur du fleuve est 
hk, la distance entre les points À et B (le long de la rive) 
est d. É 

883. Déterminer le point M du segment droit AB = a 
reliant deux sources de lumière À (d'intensité p) et B (d’in- 
tensité g) qui est le plus faiblement éclairé (l’éclairement est 
inversement proportionnel au carré de la distance à la 
source lumineuse). 

884. Une lampe est suspendue au centre d’une table 
ronde de rayon r. À quelle hauteur au-dessus de la table 
doit-on fixer la lampe pour que l'’éclairement d’un objet 
se trouvant sur le bord de la table soit le meilleur? (L'’eclai- 
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rement est directement proportionnel au cosinus de l'angle 
d'incidence du rayon lumineux et inversement proportionnel 
au carré de la distance de la source lumineuse.) 

885. On demande de découper dans un tronc d'arbre 
circulaire de diamètre d une poutre de section rectangulaire. 
Déterminer la largeur zx et la hauteur y de cette section de 
manière que la poutre offre une résistance maximum : a) à la 
compression, b) à la flexion. 


Remarque. La résistance de la poutre à la compression est 
proportionnelle à l'aire de sa section transversale et la résistance 
à la flexion au produit de la largeur de cette section par le carré de sa 
hauteur. 


886. On suspend à une tige homogène AB qui peut 
tourner autour du point À (fig. 28) un poids de Q kg, à la 
ue distance a cm du point A. Cette 
tige se trouve en équilibre sous 
l'action d’une force verticale P 
appliquée à l'extrémité libre B de 
la tige. Chaque centimètre de la 
tige pèse gq kg. Déterminer la 
longueur x de la tige de manière que 
la force P soit minimum et calcu- 
ler Pin 
887*. Les centres de trois boules 
A, B,C, complètement élastiques, se 
trouvent sur une même droite. La boule À de masse M 
heurte la boule B à la vitesse v, laquelle va heurter la 
boule C de masse m. Déterminer la masse de la boule B 
pour que la vitesse de la boule C soit maximum. 
888. Etant données N piles électriques identiques nous 
pouvons former de différentes manières des batteries, en 
associant en série » piles, puis en parallèles les groupes ainsi 


Fig. 28 


obtenus (au nombre de +). L'intensité de courant don- 


née par cette batterie est déterminée par la formule 


où & est la force électromotrice d'une pile, r sa résistance 
interne, /? sa résistance extérieure. 

Déterminer la valeur de x pour que cette batterie four- 
nisse un courant maximum. 
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889. Déterminer le diamètre y d’une ouverture circulaire 
faite dans un barrage pour que le débit d’eau Q par seconde 
soit maximum, sachant que Q = cy Vh — y, où k est la 
profondeur du point le plus bas de l'ouverture (k et le coeffi- 
cient empirique c sont constants). 

890. Si z1, Ze, . . ., x, sont les résultats de mesures éga- 
lement précises d’une grandeur z, la valeur la plus probable 
est alors celle pour laquelle la somme des carrés des erreurs 


O = È (z— x1)° 


soit minimum (principe des moindres carrés). 
Démontrer que la valeur la plus probable de la grandeur 
x est la moyenne arithmétique des résultats de la mesure. 


$ 2. Concavité. Points d’inflexion 


19. Concavité du graphique d'une fonction. 
On dit que le graphique d’une courbe dérivable y — f (x) tourne 
sa concavité vers les y négatifs (resp. vers Les y positifs) dans l'intervalle 
ouvert (a, b) (resp. dans l'intervalle ouvert (a, b,)) si pour a x < b 
(resp. a; << z << bi) l'arc de courbe du graphique est situé en dessous 
(resp. en dessus) de la tangente 
au graphique de la courbe menée 
en un point arbitraire de l’interval- ÿ 
le ouvert (a, b) (resp. de l'intervalle 
ouvert (a, b;)) (fig. 29). Une con- 
dition suffisante pour la concavité 
vers les y négatifs (resp. vers les y 

u 


positifs) du graphique d'une fonction 

est que sur l'intervalle ouvert cor- [1 

respondant l'inégalité | 
f@<0  _a>0 DNS 

soit vérifiée. Fig. 29 


Au lieu de dire que la courbe 
est concave vers le bas on dit encore 
qu'elle est convexe vers le haut. D'une manière analogue, une courbe 
concave vers le haut est également dite convexe vers le bas. 


20. Points d'inflexion. Un point (x, f (xo)) en lequel 
la concavité de la fonction passe des y positifs aux y négatifs ou inver- 
sement s'appelle par définition point d'inflexion (fig. 29). 

Pour l'abscisse z, du point d'inflexion du graphique d’une fonc- 
tion y —=/f(x), la dérivée seconde s’annule f” (x) = 0 ou f” (xo) 
n'existe pas. Les points en lesquels /” (x) — 0 ou f” (x) n'existe pas 
sont appelés, par définition, points critiques de seconde espèce. Un 
point critique z, de seconde espèce est l’abscisse d’un point d'infle- 
xion sif” (x) conserve des signes constants mais opposés respectivement 
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dans les intervalles ouverts x, — Ô  z << z9 et z <<z <ro+0 
où Ô est un nombre positif; ce point n’est pas un point d'’inflexion 
si les signes de /f” (x) sont les mêmes dans les intervalles ouverts indi- 
qués ci-dessus. 


Exemple 1. Déterminer les intervalles de concavité et de 
convexité ainsi que les points d’inflexion de la courbe de Gauss 
y = e-x?, 


Solution. On a: 
y = —9re-* 
et 
y" = (4zt — 2) e-xi, 


En annulant la dérivée y”, on trouve les points critiques de seconde 
espèce 


Z—= — 


_— PRE 
V2 V2 

Ces points partagent l'axe numérique — © << rx << + © en 
trois intervalles ouverts: 1 {(— oo, z1), IL (z1, z2) et III (z2, + oo). 


Fig. 30 Fig. 81 


Les signes de y” seront respectivement +, —, + (on peut s’en assurer 
en prenant, par exemple, un point dans chacun des intervalles ouverts 
indiqués et en substituant la valeur correspondante de x dans y”). 
Donc: 1) la courbe tourne sa concavité vers les y positifs pour — © < 


4 ee 
z<— ——et pour —=< x <—+ 0 ; 2) la courbe tourne sa concavité 
l V2 1 l 1 1 
vers les y négatifs pour ———< zx <——. Les points (+=) 
PS 2 yes “? V2 V- 
sont des points d'inflexion (fig. 30). 
Remarquons que, vu la symétrie de la courbe de Gauss par rap- 
port à l’axe OY, il suffit de faire l'étude du signe de la concavité 
dans le demi-axe 0 x << + oo. 


E xemple 2. Déterminer les points d’inflexion du graphique 


de la fonction 
y=Ÿz+2. 


107 


Solution. On a: : 
FI —2 
LE ({ 

9Y (+2 | 
Il est évident que y” ne s’annule jamais. | | 

On trouve, en égalant à zéro le dénominateur de la fraction du 
second membre de (1), que y” n'existe pas pour z — —2. Puisque 
y" >> 0 pour z < —2 et y” < 0 pour z > —2, (—2, 0) est un point 
d'inflexion (fig. 31). La tangente en ce point est parallèle à l'axe 
des ordonnées, puisque la dérivée première y” est infinie pour z = —2. 


= — + (+2) ! 


Déterminer les intervalles de concavité et les points 
d’inflexion des graphiques des fonctions: 


891. y—z—67?+ 127 +4. 896. y = cos z. 


892. y=(z+1). 897. y—r—sinx. 
893. 1 533: 898. y= 2° In x. 
894. = 899. y—=arctgr—z. 
895. y—ÿ}/ 475 — 127. 900. y= (1 +x°) e*. 


$ 3. Asymptotes 


10. Définition. Si le point (x, y) se déplace continuelle- 
ment sur une courbe y = f (x) de manière qu’au moins une des coor- 
données de ce point tende vers l'infini et que la distance de ce point 
à une certaine droite tende vers zéro, on appelle alors une telle droite 
asymptote de la courbe. | 


20. Asymptotes verticales. S'il existe un nombre a 
tel que 


Lim f(x) — + oo, 


la droite x — a est une asymptote (asymptote verticale ou parallèle 
à l'axe OY). 


30. Asymptotes obliques. Si les limites 
lim ALAIN 
X—oo T 
et 


lim (f(x) —kz]=b 
X—>—+ 00 


existent, la droite y — kyxz + b, sera une asymptote (oblique à droite 


ou dans le cas k; — O0 asymptote horizontale à droite ou parallèle à 
l'axe OX). 


Si les limites 
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et 
lim [f(x)—k:z] = b: 


existent, la droite y = k2x + b: est une asymptote (oblique à gauche 
ou Si ks — 0 asymptote horizontale à gauche ou parallèle à l'axe OX). 
Le graphique de la fonction 
y = f (x) (la fonction est sup- 
posée univoque) ne peut avoir 
plus d’une asymptote à droite 
7 (oblique ou horizontale) et plus 
Cs d'une asymptote à gauche (obli- 
Ÿ que ou horizontale). 
Exemple 1. Trouver 
les asymptotes de la courbe 


/ [ 
LR 
< 
0772007777 
à 


z? 
Vas 


Solution. En annulant 
le dénominateur on détermine 
deux asymptotes. parallèles à l'axe OY: 


= —1 et z = 1. 


Déterminons les asymptotes obliques. Pour z —> + on trouve 
2 
1, 


Fig. 32 


e y e 
k:= lim — = lim a — 
: Xp+oo x++00 z V/12— À 


Din ee din VE) 
X->+-00 zoo  |/12—1 


par conséquent, la droite y = z est une asymptote à droite. De même, 
pour z—> — ©, On a 


ER US ES 
Hoi Zz 1: 


Da — lim (y + x) = 0. 


X—+ — 


Ainsi, y = —z est une asymptote à gauche (fig. 32). La déter- 
mination des asymptotes se simplifie si on prend en considération 
la symétrie de la courbe. 


Exemple 2. Trouver les asymptotes de la courbe 


y=z<+lnz. 
Solution. Puisque 
lim y = —o, 
x->+0 
la droite x = 0 est une asymptote parallèle à l’axe OY (inférieure). 


Cherchons si la courbe possède une asymptote droite oblique (puisque 
z > 0). 
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On a: 


k= lim LEE 
X=r+oo T 


b=— lim (y—zx)= lim Inrz=c. 
X—+00 X—>—+-00 


Par conséquent, la courbe ne possède pas d’asymptote oblique. 

Si la courbe est donnée Par des équations paramétriques z =  ({); 
y = % (t), on étudie d’abord s’il existe des valeurs de £ pour 1esquelles 
une des fonctions œ (t) ou w (t) devient infinie, l’autre étant finie. 
Si p ({o) — © et vd (to) = c, la courbe possède une asymptote paral- 
lèle à l’axe OX (ou horizontale) y = c. Si 1 (to) = © et p (to) = c, 
la courbe possède une asymptote parallèle à l’axe OY (ou verticale) 
EL — C. 


Si 40) (£o) = Ÿ (to) = oo et si 


t 
lim =—— — k, 
FRA P (#) 


Lim [b ()—kp(]=b, 
{to 


la courbe possède une asymptote oblique y = kz + b. 

Si la courbe est donnée par une équation polaire r = f (p), on peut 
trouver ses asymptotes d’après la règle précédente en ramenant l’équa- 
tion de la courbe à des équations paramétriques grâce aux formules 
z=r CosSp—=f(p)cosp, y = r sin p = f (p) sin y. 


Déterminer les asymptotes des courbes: 


901. = 908. y=s—2+ 
902. y=——5 7. 909. y=e-* +2. 
903. y=— +7 - 90. y=—— 
04e = ET 911. y—e. 
905. y= V z°—1 
se mule. M2, pt. 
un 913. y—In(1{+zx). 
307. V7 ° 914. z=t; y=t+2arctgt. 


915. Trouver l’asymptote de la spirale hyperbolique 


T=— 
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$ 4. Construction des graphiques des fonctions d’après 
leurs points caractéristiques 


Quand on veut construire le graphique d’une fonction, il faut, 
avant tout, déterminer le domaine de définition de cette fonction 
ainsi que le comportement de la fonction à la frontière de son domaine 
de définition. Il est également utile de noter préalablement certains 
éléments particuliers de la fonction (s’ils existent) comme par exemple: 
symétrie, périodicité, constance du signe, monotonie, etc. 

Ensuite, il faut déterminer les points de discontinuité, les points 
d’extrémum de la fonction, les points d'inflexion, les asymptotes, etc. 
Ces éléments ainsi déterminés permettent de déceler le caractère 
général du graphique de la fonction et obtenir ainsi une image mathé- 
matiquement juste de la courbe. 

Exemple . Construire le graphique de la fonction 

ZT 
d y/z2—1 

Solution. a) La fonction existe partout, excepté aux points 
z= +1. 

La fonction est impaire, donc le graphique de la fonction est 
symétrique par rapport au point O (0; 0). Cette remarque simplifiera 
la construction du graphique. 

b) Les points de discontinuité sont z = —1 et zx — 1, de plus, 

lim y=+oœ et lim y— +; par conséquent, les droites 
x+1+0 x——1+0 
z = + 1 sont des asymptotes parallèles à l'axe Oy du graphique. 
c) Déterminons les asymptotes obliques. On a 


k= lim = =0; 
X-v+o T 
bi — lim y = CO, 
X=—+—# 00 
par conséquent, il n’y a pas d'asymptote à droite. D'après la symétrie 
du graphique, il découle que le graphique ne possède pas d’'asymptote 
à gauche. 

d) Déterminons les points critiques de première et de seconde 
espèces, c’est-à-dire les points en lesquels la dérivée première ou la 
dérivée seconde de la fonction donnée s’annulent ou n'existent pas. 

On a 


ÉLEU u 


7 — 27 (9 — z°) 
9 Ÿ (2—1) 
Les dérivées y’ et y” n’existent pas pour z = +1, c’est-à-dire seule- 
ment aux points où la fonction y elle-même n'existe pas. Donc les 


points critiques sont les points où y’ et y” s’annulent. 
I1 découle de (1) et de (2) que 


y'=0 pour r=+ 1/3, 
y"=0 pour z=0 et z=—+38. 
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Ainsi, y” conserve un signe constant dans chacun des intervalles 
ouverts (—o, — V3), (— V3, —1), (—1, 1), (1, V3) el (V3, + 0) 
et y” dans chacun des intervalles ouverts (— oo, —3), (—3, —1), 
(—1, 0), (0, 1), (1, 3) et (3, + co). 

Pour déterminer le signe de y’ (ou celui de y”) dans chacun des 
intervalles ouverts indiqués, il suffit de déterminer le signe de y’ 
ou de y”) en un point quelconque de chacun de ces intervalles ouverts. 


Fig. 33 


Il est commode de rassembler tous les résultats de l’étude en un 
tableau (tableau I) et de calculer les ordonnées des points caracté- 
ristiques du graphique de la fonction. Du fait que la fonc- 
tion y est impaire, remarquons qu'il suffit de faire les calculs seule- 
ment pour x > 0; on complète la partie du graphique correspondant 
aux z négatifs par symétrie par rapport à l’origine. 

e) En s'aidant des résultats obtenus, construisons le graphique 
de la fonction (fig. 33). 


Exemple 2. Construire le graphique de la fonction 


_nz 


T 


Solution. a) Le domaine d'existence de la fonction est 
0 < z < ©. b) Il n’y a pas de points de discontinuité dans le domaine 
d'existence mais quand on s’approche d’un point frontière (x — 0) 
du domaine d'existence, on a: 


à . Inz 
limy=lim——— — 
x—0 x0 T 


Par conséquent, la droite z = 0 (axe des ordonnées) est une asymptote 
parallèle a l’axe OY. 
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c) Déterminons l’asymptote à droite (il n’y a pas d’asymptote 
à gauche puisque z ne peut tendre vers —o): 


k= lim ?—0; 
X>oo 

b— lim y—0. 
x} co 


L’axe des abscisses est l’asymptote à droite: y = 0. 
d) Déterminons les points critiques. On a: 


, _1—lnz 
EL 
»_2Inz—3. 
= —5— ; 


y’ et y” existent en chaque point du domaine d'existence de la fonction 
donnée et 


y" = 0 pour In x = 1, c’est-à-dire pour z = e; 


y” = 0 pour In z — , c'est-à-dire pour z = e”/?. 


Rassemblons tous ces résultats ainsi que les points caractéristiques 
en un tableau (tableau Il). 


De plus, outre les points caractéristiques trouvés, il est aussi 
utile de déterminer les points d’intersection du graphique avec les 


Fig. 34 


axes de coordonnées. En faisant y = 0, on trouve zx = 1 (point d'in 
tersection de la courbe avec l’axe des abscisses) ; le graphique ne coupe 
pas l’axe des ordonnées. 

e) En s’aidant des résultats obtenus, construisons le graphique 
de la fonction (fig. 34). 


Construire les graphiques des fonctions données ci-dessous 
en déterminant pour chaque fonction son domaine d’existen- 
ce,” les points de discontinuité, les points d’extrémum, les 
intervalles de croissance et de décroissance, les points 
d’inflexion, la convexité ainsi que les asymptotes. 
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JJ UBoIqui 


. UV —= 


D). y—= 2 — ZT. 


Gr? — r4 


Y=—5 
ey=(z—1) (zx +2). 
° Y 


_(&—2} (2+4) 
EH, 


(2x3 — 5} 
125 ; 

z?—2r+02 
z—1 

__m—3 


z 


__æi+3 
ee 


2 
es PR 
e YU=T Fes 


ey=2z+2—3}/ (2 +15. 

.y=Y z+1—-ÿ/ 1. 

.y=y G+4—ÿ/T—2ÿ. 
.y=y (+ pi. 


. jo . 950. 
V4—z? 


8 
ne z?—4 
y=—— 
V z°—1 
ec 2 
ME 
y= ze" 


" y — esx-x?-14 


. y=(2+7zx?) ex, 


927. 


951. 


952. 
953. 
954. 
955. 
956. 
957. 


.y=Vz+ Va x. 
.y—=V 8+r—V 8—Z. 
.y=2zVr+3. 
.y=V 37. 
.y=Y 1%. 
.y=) 1. 


y=(x+1)In°(z+1). 
y=in (2—1)+ 


y=ln Perte 
ee 


y=ln(i{+eT). 
11 
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958. 
959. 
960. 
961. 
962. 
963. 
964. 


965. 
966. 
967. 
968. 


969. 


970. 
971. 


972. 


1 
y = In (e+—) ; 
y = SIN x + cos z. 
y=sinz+ Sn 
y = COS TZ — COS? z. 
y = sin x + cos z. 


1 
= ——— 
ÿ Sin z + cos z 
sin z 
y = 


sin (:++) 

y = sin z-sin 2z. 

y = COS z-cos 2x. 

y = Zz+ sin +. 
y=arcsin (1{—Ÿ/ 2). 


arcsin z 
AE 
y—=2rz—tgz. 

y = ZT arctg x. 
y =zarctg Z pour 


z-Æ0 et y—0 pour 
z—0. 


973. y—z—2arctgz. 
974. y=5=+arctg x. 
975. y—Insh x. 

976. y= Arch (z+ =) | 
977. y—esinx, 

978. y—enresin Vz 

979. y—ercte x, 

980. y —Insin zx. 


981. y—Intg (5-5) : 


982. y—Inxz—arctg zx. 
983. y — cos x — In cos x. 
984. y — arctg (In x). 

985. y — arcsin In (1° +1). 
986. y—zr*. 


1 
087. y=r*. 


On recommande également de construire les graphiques 
des fonctions données dans les exercices n°5 826-848. 

Construire les graphiques des fonctions données sous 
forme paramétrique. 


988. 
989. 
990. 
991. 
992. 


z=t—21, 

z = a cos* f, 

zx = te, 
z=t+e", 
æ=a(sht—#t), 


y = À + 2t. 

y =asiné (a > 0). 
y = te”!. 

y = 2t + e”*t, 


y = a(cht—1) (a> 0). 


$ 5. Différentielle d'un arc de courbe. Courbure 
19, Différentielle d’un arc de courbe. La 


différentielle de l’arc s d’une courbe plane donnée par une équation 
dans un système de coordonnées cartésiennes x et y est donnée par la 


formule 
ds= V (ar) + (ay? ; 
de plus, si l’équation de la courbe cest de la forme : 


a) y—/f(x), alors ds=— V 1+ (9) a: 


b) z=/f;(y), alors as=/ 1 + OT 


= _— = (S\ 2: (%\ à: 
c) z=œ(t), y = (t), alors ds = (5) +(+) dt; 
FE+ FE FS+ FR 
d) F (x, y) =0, alors leon Ve 
Fu] [Fe 


En désignant par «a l’angle formé par la tangente (dirigée dans 
le sens des arcs de courbe s croissants) et la direction positive de l'axe 
OX, on trouve: 


COS 4 — _- 
” ds’? 
à dy 
sin œ ——— "+ 
ds 
En coordonnées polaires, on a: 


ds VOTE = + (ZE) "2. 


En désignant par B l'angle formé par le rayon vecteur d’un point 
de la courbe et de la tangentc à la courbe en ce point, on a: 


dr 
cos p— ds ? 
dp 
sin Br. 


20. Courbure d'une courbe. On appelle courbure K 
en un point M d’une courbe la limite du rapport de l'angle formé par 
les directions positives des tangentes aux points 4 et N de la courbe 


(angle de contingence) et la longueur de l'arc MN = As lorsque N —+ M 
(fig. 35), c'est-à-dire 


où a est l'angle formé par la direction positive de la tangente au 
point M et l'axe OX. 
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Où appelle rayon de courbure R l'inverse de la valeur absolue de la 
courbure, c'est-à-dire : 


IK|° 
12 >: 
Les courbes à courbure constante sont des cercles (x =—, où a 


R=— 


est le rayon du cercle ) et des droites (À = O0). 


Fig. 35 


Les formules permettant de calculer la courbure d’une courbe 
donnée dans un système de coordonnées rectangulaires sont les sui- 
vantes (au signe près) : 

1) si la courbe est donnée par une équation explicite y = Î (x), 


ee a 
+2) 
2) si la courbe est donnée par une équation implicite F (x, y) = 0, 


(F2 + Fi2)!2 


3) si la courbe est donnée par des équations paramétriques 
z = lt), y = Ÿ (1), 


Z° y 
_ z” y” 
(e2+y)/2 
ou 
7% y'= 4. = PT nl 
dt ? _ d&’ _ dû? 7. di” 


En coordonnées polaires, lorsque la courbe est donnée par une 
équation de la forme r — f(p), on a 


_r+2r"? 
(r+r" se i 
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uu : 
>. “ar èr 
r — dy, et unir 

30. Cercle de courbure. On appelle cercle de courbure 
(ou cercle d'osculation) au point M d’une courbe la position limite du 
cercle mené par le point M et deux autres points P et Q de la courbe 
lorsque P—+ M et Q—+ M. 

Le rayon du cercle de courbure est égal au rayon de courbure et le 
centre du cercle de courbure (centre de courbure) se trouve sur la nor- 
male dirigée dans le sens de la concavité de la 


courbe au point M. c 
Les coordonnées X et Y du centre de 
courbure de la courbe sont données par les / 
formules : e 
__. y" (+y") 
Fo un 0 M 
1Ly’2 
Y=y+ _ 
Le lieu géométrique des centres de cour- l2 
bure s'appelle la développée. My 
Si dans les formules qui donnent les coor- | 
données du centre de courbure on considère Fig. 36 


X et Y comme les coordonnées courantes d’un 

point de la développée, ces formules donnent alors les équations para- 
métriques de la développée où x et y (ou t#, si la courbe est donnée par 
des équations paramétriques) sont des paramètres. 


Exemple 1. Déterminer l'équation de la développée de la 
parabole y = zi. 


2 
Solution. X = —425, Y = TE . En éliminant le para- 
mètre x, on trouve l'équation de la développée sous forme explicite 
Y — 1 3 (£ 2/3 
0) 


On appelle développante d'une courbe une courbe dont la dévelop- 
pée est la courbe donnée. La normale MC de la développante l: est 


la tangente à la développée T', ; la longueur de l’arc CC, de la dévelop- 


pée est égale à l’accroissement du rayon de courbure correspondant 
PR, 


CCi = MiC; — MC; aussi la développante l, s’obtient-elle en dérou- 
lant un fil tendu enroulé sur l, (fig. 36). Chaque développée possède 
une infinité de développantes correspondant à différentes longueurs 
initiales du fil. 


40, Sommets d'une courbe. Par définition, on appelle 
sommets d’une courbe les points de la courbe en lesquels la courbure 
est maximum ou minimum. Pour déterminer les sommets d’une courbe, 
on forme l'expression de la courbure X et on détermine ses points 


d'extrémum. On peut prendre le rayon de courbure R = au 


lieu de la courbure Æ et déterminer ses points d'’extrémum si cela 
simplifie les calculs. 
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Exemple 2. Trouver le sommet de la chaîïnette 


y=a ch + (a > 0). 


Solution. Puisque y'=sh + et y =+ ch , K = 


? a dR. 
et, par conséquent, R=a ch =. On a ———sh2 _. En annulant 
a dr a 
# e TZ CI ? e , ° e 
la dérivée, on trouve sh 2— — 0, d’où on détermine l'unique point 


critique z—0. En calculant la dérivée seconde PR et en substi- 


dR 
tuant x = 0, on trouve — se ch2= 

dr? |x=0 a a |x=—0 
quent, xr—0 est un point de minimum du rayon de courbure (ou un 
maximum de la courbure) de la chaïnette. Ainsi, le sommet de la 


= À > 0. Par consé- 


chaïînette y—ach . est le point A (0, a). 


Calculer la différentielle de l'arc de courbe ainsi que le 
cosinus et le sinus de l'angle formé par la direction posi- 
tive de l’axe OX et la tangente pour chacune des courbes 
suivantes: 


993. z° + y* — a (cercle). 
994. SH — 1 (ellipse). 


a Th? 
995. y* — 2px (parabole). 
996. x°/3 + y*/3 — a°/3 (astroïde). 
997. y — ach = (chaînette). 
998. x — a(t—sint)}, y — a (1 — cost) (cycloïde). 
999. zx — acos t{, y — asin*t (astroïde). 
Calculer la différentielle de l'arc de courbe ainsi que le 


cosinus et le sinus de l'angle formé par le rayon vecteur 
et la tangente pour chacune des courbes suivantes: 


1000. r — ap (spirale d’Archimède). 
1001. r — a/ (spirale hyperbolique). 


1002. r = a sec? © (parabole). 


1003. r — a cos (cardioïde). 


wls nl] 


116 


1004. r — a? (spirale logarithmique). 

1005. r* = a° cos 2® (lemniscate). 

Calculer la courbure des courbes données aux points 
indiqués : 

1006. y = xt — 4x — 18r* à l’origine des coordonnées. 

1007. z° + zy + y* — 3 au point (1, 1). 


1008. += aux sommets À (a; 0) et B(0; b). 

1009. x = #, y = F au point (1,1). 

1010. r* = 2a° cos 2p aux sommets @ = 0 et q = x. 

1011. Déterminer le point de la parabole y* — 8x en 
lequel la courbure est égale à 0,128. 

1012. Déterminer le sommet de la courbe y = e*. 

Calculer les rayons de courbure (au point courant) des 
courbes données: 

1013. y = x° (parabole cubique). 

1014. += 1 (ellipse). 

2? In 

1015. =. 

1016. zx — a co t, y — asin*t (astroïde). 

1017. x = a (cost +tsint)}, y—=a(sint —-tocost) 
(développante du cercle). 

1018. r — ae*® (spirale logarithmique). 

1019. r = a (1 + cos p) (cardioïde). 

1020. Calculer la plus petite valeur du rayon de cour- 
bure de la parabole y* — 2pr. 

1021. Montrer que le rayon de courbure de la chaïînette 


y = a ch est égal au <egment de normale. 


Calculer les coordonnées du centre de courbure des cour- 
bes données aux points indiqués: 

1022. xy = 1 au point (1,1). 

1023. ay° — 2° au point (a, a). 

Former l'équation du cercle de courbure des courbes don- 
nées aux points indiqués: 

1024. y = x° — 6x + 10 au point (3,1). 

1025. y = e* au point (0, 1). 

Déterminer les développées des courbes: 

1026. y° — 2px (parabole). 


1027. +1 (ellipse). 


a? 
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1028. Démontrer que la développée de la cycloïde 
z—=a(t—sint)},, y—a(i— cost) 
est une cycloïde déplacée parallèlement. 


1029. Démontrer que la développée de la spirale loga- 
rithmique 
r — ae“? 


est aussi une spirale logarithmique de même pôle. 
1030. Démontrer que la courbe (développante du cercle) 


zx =a(cost +tsint), y—a(sint—tcost) 


est la développante du cercle z = acost; y = asint. 


CHAPITRE IV 
INTÉGRALE INDÉFINIE 


$ 1. Intégration directe 


10. Pro règles d'intégration. 
1) Si F’(x)=f (x), alors 


À #00) de= F (e)+0, 
où C est une constante arbitraire. 
2) { 4r (x) dz—A | f(x) dx, où 4 est uñe constante. 
9 (nw+ntee=(ntaazz (nez. 
4 Si {#60 dz=F(z)+C et u=@(x), alors 
| #(u) du= F (u)+C. 
En particulier, 


f(az+b)dr= À F(az+b)+0 (a Æ 0). 


cz 


20. Table d’intègrales types. 


[. j 2" dr = +C, nZÆ—1. 

I. PS 

[II Er = arctg £ CURE laser ds (a 0). 
sn He (#0) 

V. | += ls VATEl4C (a € 0). 
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= — arcsin —+C= = —arccos 2+C (a>0). 


VII. [as ni (a > 0): (e"dre+c. 
VIII. f sinzdr= —cosxz+C. 

IX. nt 

X. —=tgx+cC. 


cos? z 


XI. Jass= —aes+ 0 


sin* z 


XII. M ren 


sinz 


= nlie(s ++ )|+C=inltez+secz|+C. 
XIV. (shzdr=chs+c 
XV. but 
XVI. E 


XVII. EE 


=thr+cC. 


ch°z 
= —cthr+cC. 


sh° z 
Exemple 1. ['testtécto de (astdet (ds 


+| cdr=a | z° dr + b | sde | dr 8 +6 ter Ce. 


Calculer les intégrales suivantes à l’aide des règles 1), 2), 3) 
et les formules d'intégration: 


1031. | 5a?xf dr. 1035. | V 2pz dr. 
1032. { (Gz?-+8r-+3) dr. 1036. (= 

1033. {=@+0) (z+b) dz. 1037. (na) * dx. 
1034. | (a + Lx®)? dr. 1038. { " . Ÿ dx. 
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= ; dzx 
1039. | (V &+1) x 1046. ( = 
X(z—Vr+1)dr. 


1040. AE à de 1047. [ES à 
1041. ET de. 1048*. a) ('igtzdz; 
1042. [ee de. b) (thx. 
1043. a - 1049. a) fctgzdr; 
1044. Tr b) | cth? x dx. 
1045. | Ve 1050. [ 3°e* dz. 


30. Intégration par introduction sous le 
signe de différentiation. La règle 4) élargit dans une 
bonne mesure la table des intégrales types. En effet, grâce à cette 
règle, la table des intégrales reste valable indépendamment de ce que 
la variable d'intégration est une variable indépendante ou une fonction 
différentiable. 


Exemple 2. + [6-2 7a6r-2- 
5r—2% 9 


Va 


1 1 
1 = = 
HP Te AE Le (55) 2 — 
=$(" que 1 +C= = —+C=+V5r—-2+0, 
Fi 2 
où l’on a posé u — 5x — 2. On a utilisé la règle 4) et l'intégrale type I. 
Exemple 3. 
z dr 1 (: d(r°) 1 


ET , 2 1Ez) EC. 
Ce Sc je asie 


On suppose implicitement que u = x? et on se sert de la règle 4) 
et de l'intégrale type V : 


0 + 1 + 1 x 
Excmple 4. | z°e ar=+ | e d(r)=e +C 
en vertu de la règle 4) et de l'intégrale type VII. 
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Dans les exemples 2, 3, 4 avant d° appliquer l’une quelconque des 
intégrales types, nous avons ramené l'intégrale donnée à la forme 


| Le (19 @dr= | f(u)du, où u=p(2). 


Toute transformation de ce genre s’appelle introduction sous Le 
signe de différentiation. 

Il est utile de remarquer qu’on se sert fréquemment des transfor- 
ais de différentielles, utilisées en particulier dans les exercices 2 
et 3: 


a) dz= À d(ar+b) (a Æ 0); b) z de = + à (rt), etc. 


Calculer les intégrales suivantes à l’aide des principales 
règles et des formules d'intégration: 


1051%*. = : 1064. (ESS 
1052%+. = de. 1065. ass 
1058. (dr. 1066. (5. 
z dr dr 
1054. [E. 1067. |T5-u-5 
1055. dr. (O<b<a). 
1056. [ az. 1068. [ de. 
z?+5rz+7 z3 
1057. (EE dx L 1069. (dr. 
2x5 x? +1 22 — 5x +6 
1058. [EE az. 1070. [EE dx. 
1059. (a+ )"àz. 1071. TES 
dr 
+ mm à 
1060*. Le dx. 1072. [= 
1061. | — 1073. [ 2 dr. 
3—2r 
1062. (VER a —bz dr. 1074. { de 
z 3z +1 
1063*. | 7 1075. (= 
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1076. (_2+3 7, 
va 
z dr 
1077. [5 
z dr 
1078. [EE 
1079. | EE dr. 
z dr 
1080 . Vars" 
2? 
1081 Ts dz. 
‘zx dx 
1082 Va" 
1083. f VMS z 
arctg— 
1084 PES) dx 
z— V/arctg 2z 
1085. [==VauE, 
dx 
1086 
J Vi +z?)in(z+ 71/1472) 
1087. [ ae" dr 
1088. | 4 Qz. 
1089. [ «t—e-1 dt. 
1090. | (e%+e a} qd 
X — bx)\2 
1091 Et L Gz. 
1092. | 2*—1 
92 V= 
1093. | ex dr. 
1094. | 2.7 dr. 


1095. | 242. 

1096. For 
1097. | Gr. 

1098. [Var à. 
1099. [ PS Dee 
1100*. E 


ax dr 
1101. Er 


1102. [à 
1103. a 


1104. f sin (a+ bz) dr. 
1105. [ cos = 7. 
2 

1106. | (cosar+sin ax)° dz. 
1107. 28 

[cosy 
1108. f Sin (lg x) L 
1109». f sin? z az. 
1110+. Î cos? z dx. 
1111. | sec? (az + 8) dz. 
1112. | ctg? ax dr. 


1113. En 
sin = 
Cr 4 
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dx 
( 3 cos (5 T) 


dx 
1115. Érent 


1116. (EE 


1114. 


cos? z? ° 
1117. { zsin (1— 2) dr. 
1118. Gz 
1119. [tesds. 
1120. | ctgzdz. 
1121. | 


1122. ( 


dz 


LT 
tg F 
+ dr 
1124. | x ctg (x° +1) dx. 
1125. rer 
Sin Z COS T 
1126. | cos — sin = dx. 
a a 
1127. | sint Gr cos üzx dx. 


1128. | ee 


sin ax 


—1)"a. 


\ 


1129. 
1130. 
pi 


1132. 


1133. 


1134. 
1135. 
1136. 


1137. 
1138. 


1139. 
1140. 
1141. 
1142. 


1143. 
1144. 


Calculer les intégrales indéfinies : 


1145. { 7) 5— ds. 
1146. et 


1147. [as 
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1148. 
1149. 


1150. 


| sin 3z dx. 


3+ COS 37 
| sin z COS 

V'cosz—sin?x 
pans 


sin ax 


Eee cosec? 3r 
b— a ctg 37 ctg gz 7 


(2sh5z—3ch5z) dr. 


| (cosaz +sin ar} 


1151 


1152. 


1153. 


1154. 


1199 


1156. 
1197. 


1158. 


11959. 


1160. 


1161. 


1162 


1164 


1165 


dzx 
Ves 
1—sin z 
roue 


tg 3r — ctg 3x 


sin 37 
ee 
zin°z° 

sec? x 
Vite z—2 


[(+5) 


| asin x cos z dr. 


sec® x dx 


° Va-tez 


1163. 


dx 


z 
COS — 
a 


dz 
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f Vi+inzs. 
LT 


? [te Vz—1 


1166. 


1167. 


1168. 


eUTCRX LE xin(1+ x) 1 


x dr 
sin 2°? ° 
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Sin T— COS x 
sin z + cos z 


dz 


— 1 


1169. 


1170. 


1171. 


1172. 


1173. 


1174. 


1175. 


1176. 


1177. 


1178. 


1179. 


1180 


1181. 


1182 


1183. 


1184 


(0 


[ 
| 


+] 


dx 


(a+ 0) +(a—0)# 


<b<a). 


dr 
Sin az COS AT" 


dz 


z(4—In°z)" 


arccos = 
2 


Va 


Sin z COS z 


V/2—sintz 


dr 
sin? z cos? z° 
arcsin z+z 


V1—7z 


| e-t8*sec® x dr. 


1485. | EEE a. ass. [REED In GE) 


V/sec?z+1 1 +? 
cos 2z 
1186. (RS LL coss 2x OT. 1189. ( 2 ch (x° + 3) dx. 
3th x 
1187. fr 1190. Chez dZ- 


$ 2. Méthode de substitutions 


10. Changement de variable dans une iu- 
tégrale indéfinie. En posant 


z = Q (1) 
où test une nouvelle variable et ® une fonction continue dérivable, on a: 
fra (es wa (1) 


On tâche de choisir la fonctior de manière que le second membre de la 
formule (1) ait une forme commode pour l'intégration. 


Exemple ‘1. Calculer 
[= vz-1 dx. 


Solution.llest naturel de poser! = V/x — 1, d'où z = € + 
+ 1 et dr — 2t dt. Par conséquent, 


| V1 — | (241) 2.22 = 2 | (+12) dt = 
3 


2 2 2 
= +84 CE (A) + GC. 


ton 


Parfois on.a recours à une substitution de la forme 
u = (x). 


Supposons qu ‘on a su ramener l'expression sous le signe d'inté- 
gration f (x) dr à la forme 


f(x) dx = g (u) du, où u = p (x). 


Si fe (u) du est connu, c'est-à-dire 


| g(u)du=F(u)+C, 
alors, 
| f(z)dr= F(p(+C. 


A vrai dire, nous sommes déjà servis de cette méthode au 8 1, 3°. 


726 


Les exemples 2, 3, 4 (8 1) auraient pu être intégrés de la manière 
suivante : 


Exemple 2 u—5r—2; du = 5 dx, de = + du. 


Exemple 3. u—z?; du—2rdzr; TEE | 
z dx 1 | du 1 ———, 
—_———— > | ——In(u+ Vi+tu)+C— 
Vita 2) Virus ? DEA 


= (+ VTFr)+C. 
Exemple 4. u—2x3; du—3r? dr; dr. 
ST PE eudu=Leurc= 2140. 
3 3 3 


20. Substitutions trigonométriques. 
1) Si l'intégrale contient le radical Wa?—z°, on pose en général 


z=asint, d'où 
Va®—z—a cost. 


2) Si l’intégrale contient le radical V/z®—a°, on pose alors 
z=asect, d’où 


V/z2—ai—a tgt. 


3) Si l'intégrale contient le radical VW/z?+a°, on pose alors 


z=atgt, d'où 
Vz?+a= a sec t. 


Remarquons que les substitutions trigonométriques ne sont pas 
toujours avantageuses. 

Parfois, au lieu d'employer les substitutions trigonométriques, 
il est plus commode d’avoir recours aux substitutions hyperboliques 
qui possèdent des propriétés semblables (voir l’exemple 1209). 

Voir en détail les substitutions trigonométriques et hyperboli- 
ques au $ 9. 


Exemple 5. Calculer 
(VE à. 
FA 
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Solution. Posons z=tgt. Par conséquent, dr — Li 


COS? 
Vz=+1 Vies dt _[ sectcos®t dt 
\ 72 dr = tt cost sin? cost 
= | | ac _ | tianteeL dt + cos = 
sin? { cos t sin? {cos 4 cos t sin? 4 
=inligi+serl- + Ce infige + VIF 


VER 4 cin|s+ VAT veste 


1191. Calculer les intégrales en utilisant le changement 
de variable indiqué: 


dx 1. 

+ ae en 
dr 

b) jar z= —Int:! 


c) hu 5 —3—1; 


d) Et TE Ta 
COS z dr ; 
e) == Ve t = sin x. 


Calculer les intégrales à l’aide d’un changement de 
variables adéquat: 


1192. [2 (2245) de. tig7, ( Gresinef 3, 


V'1— 7° 
1+z e2x 
e _ . 119 e SE  (] e 
1193 | 1+Vz ee : | Verti sé 
dz sin? z 
| EEE . ——— dt. 
1194 | z V2+i 1209 | V'cos x az 
1195. TE 1200*. Ere 
+ z Z 
In2xz dr 
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Calculer les intégrales en utilisant les substitutions tri- 
gonométriques : 


1201. | = 1205. | ES à. 
1202. ES 1206*. = 
— 12 z2 VA — 7° 


1203. (VE à. 1207. | VT—xar. 


dr 
Das NUE = 
1204*. | EVE er 
1208. Calculer l'intégrale 


ES 


à l’aide du changement de variable z=—sin* ét, 
1209. Calculer 


| V' a+ x? dx 
en employant le changement de variable hyperbolique z=a sh é£. 
Solution. On a: Va?+—Va+asht—acht et 
dr=acht dt, 
d’où 


| V'a?+r° dr = | acht-acht dt — 
= (cheat a | Et ae (Ssh2+1) +c= 


= À (shtcht+t)+C. 
Puisque 


sht=—, chr= Vate 


et 

3 2 
shit he EVE ACER 
on trouve finalement : 


(Var d-EVeré+Ein(e+ Va r#)+Cs, 


s | a° be 
où C;=C—--Ina est une nouvelle constante arbitraire. 
»* 
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1210. Calculer 
| a dx, 


V/25— a? 


en posant x—acht. 


$ 3. Intégration par parties 
Formule d'intégration pee parties. Si 
u = (zx) et v = 4 (zx) sont des fonctions dérivables, on a 
fudr=uv— | v du. 


Exemple 1. Calculer 


f=Inzèe, 
En posant u—lnz, d=zxdr,ona au = © ; = + D'où 
z? zx? dr z° x? 
jz1 sdr=-lns— | Sn mio le 7 +0: 


Pour ramener une intégrale donnée à une intégrale type, on doit par- 
fois appliquer plusieurs fois la formule d’intégration par parties. Dans 
certains cas, à l’aidé d'intégration par parties, on obtient des équations 
dont on déduit l'intégrale cherchée. 


Exemple 2. Calculer 
7 Î es cos sd. 
On a 


T | e* cos z dr — | exd (sin a =essinz— | eX sin x dr = 


= e* sin s+ | ed (cos z) = e*X sin z + ex cos zx — e* cos x dx. 


J 
Par conséquent, 
| e* cos z dr = ex sin z + ex cos z — | eX cos x dx, 
d'où 4 7 


X 
| e* cos zdr=<- (sin z + cos x) + C. 


Calculer les intégrales suivantes en appliquant la for- 
mule d'intégration par parties: 
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1211. 
1212. cte x dx. 


1213. 


1215. 
1216. 
1217. 


jar 

1214. {zsinzdz. 
Ï 
Ï 


z°e3" dx. 


ne 


1218**. 


1219+. Je—25+5)e az. 


E « 


1220». | me 3 dx. 


1221. | zx sin zx COS x dt. 


1222+. ftet+5e+ 6) cos 2zdz. 


1223. {st mzdr. 


1236. ee dz. 


1237. jeY#dz. 

1238. | (x —2r7+3)Inrdr. 
1239. Îz muse 
1240. | m3 

1241. ad 
1242. E * arctg 3x dx. 


1224. | In? 

1225. (ins 

1226. (Le 

1227. Îz arcte x dr. 
1228. ( zarcsin zär. 
1229. {in n(z+ VTT) êr. 
1230. | 

1231. | dr. 
1232. (e*sin z dr. 
1233. | 3 * cos x x. 
1234. | é* sin bx dx. 


1235. | sin (in x) dx. 


Calculer les intégrales à l’aide des différentes méthodes: 


1243. | x (arctg x) dx. 


1244. | (arcsin x) dx. 

1245. | ME dx. 

1246. — resin Vz je 
A— x 

1247. | 2 te? 2x d 

1248. [EE 

1249. Î co cos” (In x) dx. 


1250%*. | pd = 1258 (V4 dr. 


SC dz = 2 dz 
1251. |. 1254%. | = - 


1252 +. | Va — 7° dz. 


$ 4. Intégrales simples contenant 
un trinôme du second degré 


mi+n e 
10. Intégrales du type a tote La méthode 


générale de calcul consiste à ramener le trinôme du second degré 
à la forme : 


a+ brz+c—=a(z+ k}} + 1, (1) 


où k et ! sont des constantes. Pour accomplir la transformation (1), 
il est commode de faire ressortir un carré entier du trinôme du second 
degré. On peut également user de la substitution 


2az + b=t. 


Si m = 0, en mettant le trinôme du second degré sous la forme (1), 
on se ramène à l’une des intégrales types III ou IV (voir table). 


Exemple 1. 


ds À dz : 
rs 


4 16 2 46 
5 5 
MEN var? 1 eu 
2 (:—5)+5 2 1/31 V3 
4 16 4 4 
2 4x —5 
=— agrcteg— +. 
V3 . V/31 de 


Si m 0, on fait apparaitre au numérateur la dérivée 2az + b 
du trinôme du second degré 


mr+n …. 2a …: 
a +br+c az= | | ari+br+c Fe 


= In |arz?+brz+c]+ (5) | vas , 


et ainsi on se ramène à l'intégrale étudiée précédemment. 
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Exemple 2. 


4 
— (2 —1) — — 
z—i 2 2 1 " 
Î Zzi—2z—i a= | z2—1z—1 JE 2 LUE T 1 


ei 2r—1— V5 
2V5 2z2—14+47V5 
mr+n 


Var? Lbrz+e 
Les méthodes de calcul sont analogues à celles développées précédem- 
ment. Cette intégrale se ramène a l'intégrale type V, si a > 0, et 
à l'intégrale type VI, si a <0. 

Exemple 3. 


LC 


20. Intégrales du type 


Exemple 4. 
L 42 | 
Vzæ+2r+2 2 J Vz+27+52 VG+1} +1 
=VA+2+2+2In(zti+ Va +2+2)+C. 
dz 
30. Inté 1 ——— —————. 
ntégrales du type ve 


du changement de variable 


A l’aide 


LL 

mr+n 

ces intégrales se ramènent aux intégrales du type 2°. 
Exemple 5. Calculer 


dr . 
| +1) Vz+1i 


Solution. Posons 


us 


2+1=À ‘ 
d’où 
dt 
dr = 74 . 
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On a: 


ve lie ler 


1 1—z+V2(:+1) | 
Le  — În Po 
V2 | z+t HS 


40. Intégrales du type \ Van + bz#fcdr. En 
faisant apparaître dans le trinôme du second degré un carré complet, 


l'intégrale donnée se ramène à l’une des deux formes principales 
suivantes (voir exemples 1252 et 1253): 


» | Va ar VE + arcsin £ + C 
(a > 0); 
D [VAFA&-S VA FA+Snle+ VA TFAI+C. 
Exemple 6. 


| VIE are | V2=U Ex da (1 +7) = 


ee CE VIRE +arcsin + Le 
Calculer les intégrales : 
1255. Ersers 1260. far de. 
1256.  - 1261. Een _. 
1257. a 1262. pe 
1258. | ET - 1263. == = 
1259. [#2 ar. 1264. Er 7= FA = 
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* 37 —6 ——— 
1265. | VE 1273. jVz—rdr. 
2z—8 sn. à 
nus À: —— Du 1274. [V2—z- rx. 
E 4 
Dee por, (—S- 
1268 ; cos z 
me | 76. lee Le 
2 e Ts . 
ne Va 1277. = 
(z—1) Vr—2 1278 sin z dz 
1271. a —— ° V'cosèr+4cosr+1 
(+1) Vr+2z ns 
1272. [V2 +245 dr. 1279. Érerenre 


$ 9. Intégration des fonctions rationnelles 


190. Méthode des coefficients indétermi- 
nés. L'intégration d’une fonction rationnelle, te avoir fait appa- 
raître sa partie entière, se ramène à l’intégration d’une fraction ration- 
nelle régulière irréductible 

P (x) 
RAR 1 


où P(z)et Q (x) sont des polynômes, le degré du numérateur P (x) 
“ane inférieur au degré du dénominateur Q (zx). 
i 


Q(z)=(z—a)®...(z — DÀ 


où a, ..., L sont les racines réelles différentes du polynôme Q (x) 
et a, ..., À des nombres entiers (multiplicités des racines). On a alors 
la décomposition de la fraction (1) en éléments simples: 


P(z) _ A: | À: Âg | 
Q (x ) — + a T (z a)? l ee (x—aÿ* i ..… 

La ' Li 

PRET Eenn ri TÈ (2) 


Pour calculer les coefficients indéterminés A4;, A2, ..., on réduit 
au même dénominateur les deux membres de l'identité @ puis on 
égalise les coefficients des mêmes puissances de la variable x (pre- 
mière méthode). On peut également déterminer ces coefficients 
en donnant dans l'égalité (2) ou dans une égalité équivalente à x une 
valeur convenablement choisie (deuxième méthode). 
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Exemple 1. Calculer 
z dr _ 
DEF) 
Solution. Ona 
L 


G=HGTIE _ EL et < TETE 
z=A(z+ 1} + Bi(z—1)(z+ 1) + B:(z — 1). (3) 


a) Première méthode de détermination 
des coefficients. Transcrivons l'identité (3) sous la forme 


z = (A + Bi) 2° + (2A + B:) z + (A — B; — B:). 
En égalant les coefficients des mêmes puissances de z, on trouve: 
0—A<+B;;, 1—=24 + B;:;, 0 = À — B;, — B2. 


D'où 


D'où ; ; 
1 
Rip io 


b) Deuxième méthode de détermination 
des coefficients. En faisant x = 1 dans l'identité (3) on a: 


1— 4.4, c'est-à-dire a=+. 
En faisant z— —4, on trouve 
—1——B,-2, c'est-à-dire pe 


En faisant zx = 0, on trouve 
0 = À — B: — B:, 


c'est-à-dire B, = 4—8B, — +. 
Par conséquent, 
RE de ++ {| RE 
4 z—1 4 z+1 2 (z+1)}° 
= _— 
2(z2+1) 


1 1 
=-7-nfz—1|—-ln|z+1|— 
1 1 
Seth 4 
Exemple 2. Calculer 


= 7 
2x8 —Qr tr 


Solution. Ona 


1 1 À 
23212 Oz(x—1) Te dat = FI = 1)° 


I=A(z—1)+Br(z—1)+Cz. (4) 


et 
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Pour intégrer cette intégrale, on recommande de combiner les 
deux méthodes de détermination des coefficients. En appliquant la 
deuxième méthode, faisons zx = 0 dans l'identité (4). On trouve 1 = À. 
Puis faisons z — 1, on trouve 1 — C. Ensuite, en appliquant la pre- 
mière méthode, nous égalons dans l'identité (4) les coefficients de z2. 


On trouve: 
0 = À + B, c'est-à-dire B = —1. 
A=1,B= —1et C = 1. 


Ainsi, 
Par conséquent, 
dr dz dz 
=S- Et 


=ln|z|-lin|z—-1|— +. +C. 


Si Ie polynôme Q (x) a des racines complexes a + ib de multiplici- 
té k, alors à la décomposition (2) participent des éléments simples du 
type: 

Az + B: 


"ARt + Br 
App TT 


(+ pz+qhh 


+ pz+q—=[z— (a — ib)] [z — (a — ib)] 


et À, 1, ..., An, BR sont des coefficients indéterminés que l’on 
déterminera à l’aids de l’une des méthodes indiquées précédemment. 
Pour k = 1 la fraction (5) s'intègre immédiatement; pour k >> 1, 
on sppique la méthode de réduction; on recommande de mettre 


(5) 
où 


préalablement le trinôme du second degré z?+ pr + q sous la forme : 
2 2 
(2++) + ( +) et de faire le changement de variable 
z + + 2. 
Exemple 3. Calculer 


z+i 
eee 
Solution. Puisque : 
2z2+4r+5—=(r+2}2+11 


alors, en posant z+2—7, on trouve: 


mn jar fes] -5055 
antgs rpg ta atss= ET 
+ arctgz+C= — Ts — 2 art (t2)+C. 
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20. Méthode d'Ostrogradsk y." Si Q (x) a des racines 


multiples, alors 
"P PG ; Æ (x) Y (x) 
To e-Qmt| Ge di 


où Qi (x) est le plus grand commun diviseur du polynôme Q (zx) et 
de sa dérivée Q” (x); 
Q2 (x) = Q (x) : Qi (x); 


X (zx) et Y (x) sont des polynômes à coefficients indéterminés, dont les 
de 2e respectivement inférieurs d’une unité au degré de Qi (x) 

ao (T 

On calcule les coefficicnts indéterminés des polynômes X (r) 
et Y'(r) en dérivant l'identité (6). 

Exemple 4. Calculer 


= 


Solution. 


| dr _ A +Bz+C +[ Dr tEzt+F dr 
(z5— 1) 751 731 
En dérivant cette identité on trouve : 
1 __ (24x + B) (23—1) —3r° (Ar? + Br + 0) GORE Cr 
(51) (z3— 1}? SA 


1 = (24z + B) (25 — 1) — 322 (Az? + Bz + C) + (Dr + 
+Ez+ Fe 4). 


En identifiant les coefficients correspondant aux mêmes puissances 
de zx, on trouve: 
D =0; E—-A=0;, F—-2B=0; D+3C—=0; E + 24 = 0: 
B+ F = —1; 
d'où 
1 2 
A=0; Bees C=0; D=0; E=0; F=—- 


et, par conséquent, 


dx { z 2 dz > 
| 7 3 #1 —+ | z3—1 ( 


Pour calculer l'intégrale du second membre de l'égalité (7), 


décomposons la fraction _ j 2 éléments simples: 
| L + Mz+N 
— 1 z—i a +rzti 
c'est-à-dire 
1= L(S+z+1i)+ Mz(z—-1) + N(z—1). (8) 
En faisant x = 1, on trouve L = _ | 
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£n identifiant les coefficients de zx de mêmes puissances dans les 
deux membres de l'égalité (8), on trouve: 


L+M=0; L—N=1, 


c’est-à-dire 
1 2 
M= —— ; N=—-—-. 
Par suite, 
dr dr 1 z-+2 : 
<= 7) z—1 + | zLr+i cs 
=Linte—1}-Lin(+z+1)— 7 arctg 7 +C 
É d 1 1 
z _ z Eu z®-Lzr+ 
| Ts 3 =D 9 M Li | 
2 2r+1 
— t — C. 
LA 3V3 Frac V3 gs 
Calculer les intégrales : 
dz z$Lrt+t1 
1280. [Ga 1291. | ET en 
z2—5xz+9 
1281. | SE de. 1292. EE 


dr 
e | G+FDG+F2G+3" os 7 RITES 


227? + 4ir—91 


Base 


1284. (| d 1295. 

1285. | 1296. M 

1286. | 2 1297. | 

1287. un 1298. (dr 

_. Ï NET de. 120. [ré : 
Fr k Eu Us Î (2 € 
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Calculer les intégrales suivantes en appliquant la méthode 
d’Ostrogradsky : 


dx 
0 enr 1308. [Er 
dr 24—21r2+2 
1302. | =. 1304. | de. 


Calculer les intégrales à l’aide de différentes méthodes: 


Su Ï Des nn EE) TEE 1 

4306. (dr. 1311. Es 

1307. es 1312. Jerreroeres 
1308. | Tr | 1313. Eu HT 

41309. [se © 114. [EE 


$ 6. Intégration de certaines fonctions irrationnelles 
10. Intégrales du type 


Pi 
je [= ( e.) - , ( Te | … Jar, (1) 


oùRestunefonction HR et Ps Qi Para... 
.des nombres enti 
On calcule les intégrales du ets (4) à l’aide du changement de 
variable 


aztb 
cz+d 


= Zn, 


où n est le plus petit commun multiple des nombres q, q, ... 
Exemple 1. Calculer 


D eee à 


14 


Solution. Le changement de variable 2r — 1 = z* ramène 
l'intégrale à Ja forme 


dr 223 gz zdz 
| V2z-1-}/ 2-1 (+ 2è— 2 =?| 217 
=(1+//2-1}+n(}/3=1-1) +0C. 
Calculer les intégrales : 


3 Vz 
1315. | = 1321. | dr. 

z dx dr 
rer 2. [= 


dz z—A1 
1317. | V2 VGr ip 1323. E V= dx. 


dz t/z+1 
1318. PTE 1324. | V dr 


21 7 
Vz—1 z+3 
1319. | er dz. 1325. | RTE 


1320, ( — Vz+1+2 

(c+1P—Vz+1 

20. Intégrales du type 
Pn (x) 


RS A ER 2 
Var +br+e @ 
où P,(r) est un polynôme de degré n. 
On pose 
nd 6. (z) Var +br+e+ 
Var +br+e 
dz 
À - 3 
+ Var +bz+c ’ ( ) 


où @h-1 (x) est un polynôme de degré (n — 1) à coefficients indéter- 
minés et À un nombre. 

Les coefficients du polynôme @,.1 (x) et le nombre À sont déter- 
minés en dérivant l'identité (3). 


Exemple 2. 


Jevrre-f ire 


=(423+ Br2+Cz+D) VzFA+A | = 


V Er É 


141 


D'où 
zâ + 4x? —_—— 
———— — (34r2 t2B C 2L4 
Van CPR )V+4 + 
(AS + Br? + Cr+D)z À 
RE —— À ———, 
Vr+a4 Vz+4 
En multipliant par Vz°+ 4 et en identifiant les coefficients des 
mêmes puissances de z, on trouve 
1 . = e S 1 . Lee . EE e 
A=— ; B=—0; C=—; D=0; À—=—2. 
Par conséquent, 
j = Va+: dz=À = Vz+4—21n (+ Vz+4)+cC. 
30. Intégrales du type 
dr 
| = (4) 
(z— a) Var +br+e 


Ces intégrales se ramènent à des intégrales du type (2) à l’aide du 
changement de variable 


1 e 
T—Q 
Calculer les sp ls 
dz 
1326. (= PT 1329. | VE 
dz 
2 e ————à e e Frs co a v-— 
1327 | 2 dz 1330 | HV 
xt z+r+i 
1328. | = 1331. | DR 
40, Intégrales des binômes différentiels 
| zmMm (a+ bzn)P dx, (5) 


où m,netp sont des nombres rationnels. 

Les conditions de Tchébychev. L'intégrale (5) 
s'exprime à l'aide d’une combinaison finie de fonctions élémentaires 
seulement dans les trois cas suivants: 

1) si p est un nombre entier, 


2) si Mn ne est un nombre entier. Ici on utilise le changement de 
variable a + bzn = zs, où s est le dénominateur de la fraction p, 
3) si LR est un nombre entier. Dans ce cas on se sert du 


changement de variable az-n + b =: 
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Exemple 3. Calculer 
3 4/7 
1 
VAIFVE 


V> 
| _— | 1 CL, m+i 
Solution. Ona ici RE ep Po 
ou 
= —=2. Par conséquent, on tombe sur le cas d'’intégra- 
4 
tion (2). 
La substitution 
1 
1+z $ —.s 
donne z—(23—1)4, dr—12z? (23—1)3 dz. Donc 


1 1 1! 
MP TNT 23 (23—1)3 


12 | 23) às = À z27— 324410, 


où er 1+7/2. 


Calculer les intégrales: 
3 
— d 
1332. | æ (1 + 25°) 2dz. 1335. Prier 


dz dx 
1333. | FE 1336. ni : 
zx” (2+7z 
dz dr 
1334. À ms re pomme S 1337. 1 0 
| zi VA+z = 


$ 7. Intégration des fonctions trigonométriques 
10, Intégrales du type 
(1) 


| sinmrcostrzdr=-lmh,n 


où met nr sont des nombres entiers. 
4) Si m = 2k + 1 est un nombre positif impair, on pose alors 


Im,n=— | sin®À z cosn x d (cos z) — — | (1— cos *r)À cos? z d (cos x). 


On procède de la même manière si #7 est un nombre positif impair. 
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Exemple 1. 
| sinl0 cos®  dr= | sin10 z (1 — sin? zx) d (sin x) — 


sinil z sin z 
M Cd ve 


2) Si met r» sont des nombres positifs pairs, on transforme l'expres- 
sion qui se trouve sous le signe de l'intégrale (1) à l’aide des formules 


sin® + ({ — cos 2x), cos = + (1 + cos 2r), 


è 4 . 
sin z cos = sin 2x. 


Exemple 2. 
| cos? 3z sint3rd= | (cos 3x sin 3x)? sin® 3r dr = 


= DL el LEE PR (sin? 67 — sin? 6x cos 6z) dr — 
à 2 8 
| | (SE sin? 62 cos 62) dz = 


14 fx sin 12z 1 
= RO D CREER RE 1 3 
= (= DZ 18 Sin Gz)+c. 


3) Si m——p et n——v sont des nombres négatifs entiers 
de même parité, alors 


Im, n = | _— | cosec} z secŸ 2 zd (tg z) = 
sin} x cosŸ z 


H v-2 


= | (1 +) ture Tate 
u+v _1 


_ { A+tgz) 2 ;4 
Mi (tg x). 


En particulier, l'intégrale ci-dessous se ramène à ce cas 


sinhz 2H-i 


La bi a(+) 


dz 
a z TZ su | ven 
HU u 
sin C3 cos . 


_S a(:++) 


sinŸ (+5) | 
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Exemple 3. 


| CE = sectsd(tgr= | (1 + tg? x) d(tg x) = 


=tgz+ tes z+c. 


Exemple 4. 
dz 1 dr | Z z 
EE —— — — Pod ne 
| az F | TZ z g | 19 5-sect + de 
SiNn$ — COS — 
2 2 
2 TZ 
1 (1+t 7) .< 
= > sec dr — 
LEP 
2 z 2 z 
— K DRE PRE = 
== be ZT tu a(te+)- 
2 
T 
tg° — 
+ 5}, [+ = +cC. 
+ 2 2 
2tg°z— 


4) Les intégrales du type [tg”zx dx (ou | ctg” x dr), où m est 
un nombre entier positif, se calculent à l’aide de la formule 


tg?r = sec°z — 1 


(ou respectivement ctg?r — cosec?r — 1). 


Exemple 5. 
tgs x : 
gtzd= | tg2z (sec?z—1) dr — 3 — (isa 
= | (sec® z—1) dr — #=£ —tgz+trt+cC. 


5) Dans Le cas général, les intégrales Z,, n du type (1) se calculent 
à l'aide des formules de récurrence que l'on établit en intégrant par 
parties. 


Exemple 6. 
dz sin? z+ cos? z 
= ————— dr 
cosS x cos z 
; sin z dz : 1 1 COS z 
= | SD Tr a+ | tu pos. 2 | cor 
L dx sin z 1}, t LC 
ce  2coie | 2 nl A EE 
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Calculer les intégrales : 
1338. | cos x dx. 
1339. | sinÿ x dx. 
1340. | sin? x cos* x dz. 


1341. | sin + cos + dx 
1342. | re dr 
1343. | siné x dx. 
1344. | sin? x cos x dr 
1345. | sin? x cost x dx 
1346. | coss 3x dx. 
1347. | TS. 

1348. Eee 

1349. | DE dx 
1350. | — =. 
1351. Érerer 


dz 


: TI 3 T 
Sin 7. OS TS 


1393. | 5 dx. 


1352. | 


sin z COS z 


1354. | Le 


sinz 


1355. | secf 4z dr. 


1356. jt te’ 5r dr. 
1357. fe ctes x dr. 
1358. | ctgtr dr. 

1359. | ( te 5+tetz)dz 
1360. Îzs sin° 2° dx. 
1361. | ONE dr 

1362. areya cos z dx 


ue | Vies 


1364. | LE 


20. Intégrales du type Î sin ms cos nx de, | sin me x 


Xsinnzdz et | cos mx cos nr dr. Dans ce cas, on utilise les for- 


mules : 


1) sin mzcos nz 


it. re ps 


2) sin mx sin nx — 


3) COS mr COS nr — 


— ([sin(m+n)z+sin(m—n)z]; 
[cos (m—n) x — cos (m+n) x]; 


[cos (nm —n)r+cos(m+n) r]. 


Exemple 7. 
| sin 9x sin x dr — | + {cos 8r— cos 102] de = 


| 1 
= 16 sin 8z—— sin 10z7+cC. 


Calculer les intégrales: 

1365. | sin 3zcos 5x dr. 1369. | cos(az + b)cos(az — b) dx. 
1366. | sin 10zsin15zdz. 1370. | sin @{ sin (ot + p) dé. 
1367. | cos F cos 2 dx. 1371. | cosxcos* 3x dz. 

1368. | sin + cos 2 dx. 1372. { sin xsin 27 sin 3x dx. 
30. Intégrales du type 


| R (sin z, cos x) dr, (2) 


où R est une fonction rationnelle. 
1) A l’aide du changement de variable, 


d'où on déduit 
__ 2 1—E  , __2t 
112" 1+42 __1+8 


les intégrales du type (2) se ramènent à des intégrales de fonctions 
rationnelles par rapport à la nouvelle variable t. 
Exemple 8. Calculer 


dr : 
1+sinz+cosz 


Sulution. En posant tg==t, on trouve 


2 dt 
= | Ie = fnibehiC= 
PRE PE + 
1- LE FE 


s +c. 
2) Si l'identité : 
R (— sinz, —cos x) = R (sin zx, cos 2) 
est vérifiée, alors, pour ramener l'intégrale (2) à la forme rationnelle, 
on peut se servir du changement de variable tg z = t. 


10% 747 


+42 Vi+# 
et 
dt 
z—arctg it, dr — LE 
Exemple 9. Calculer 
l dr 
Ji =" 4 
Solution. En posant 
TR __ dt 
gzr—t, sin“ zr— THE RE BUT 
on trouve 
= dt = | dt 
N F 12  J 41H22 
(1-+ 4) (+) 


L at V2) de rie 72 
V2 reves pe "et V 


= ns arctg(V2tgzr)+cC. 


Remarquons que l'intégrale (3) se calcule plus rapidement que 
précédemment si on divise préalablement par cos?z le numérateur 
et le dénominateur de la fraction. 

Dans certains cas, il cest parfois utile d’avoir recours à des astuces 
(voir, par exemple, 1379). 


Calculer les intégrales: 


1378. [EE 1380. [HE dr. 

1374. a 1381. | En | 

1375. [dx 1382. Re 
1376. [Gr 1383. | mm 
1377. far 1384. | RER | 
1378. Ersrrest 1385. ls à 
1379%+. | pnst pes dr. 1386. fe de 
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1387. fes dr 1389. | _— 


cost x + sinix (2-sinx)(3-sinr) 
cos x : 1—sinxz +coszx 
1588. | Sin?z — Gsins sde 1390*. 1+sin r— cos ZT. 
$ 8. Intégration des fonctions hyperboliques 
L'intégration des fonctions hyperboliques est analogue à l’inté- 


gration des fonctions trigonométriques. 
Il suffit de se rappeler les formules fondamentales : 


1) chz—sh®z=1; 3) ch?z= À (ch 2z+1); 
2) hr + (ch 24); 4) sh z ch z= + sh 27 
Exemple 1. Calculer 
ch? r dr. 
Solution. Ona 
fehrea [+ 5 — (ch 2244) dr sh2r+ rt C. 
Exemple 2. Calculer 
ch3 x dr. 


Solution. Ona 


| ch3 r dr — | ch?z d(sh = | (4+sh° x) d(sh r)= sh x + 


F LE de 
Calculer les intégrales : 

1391. | sh5 x de. 1397. | th rdr. 
1392. | chtzdz. 1398. f cthtz dr. 
1393. | shrchzdz. 1399. a 
1394. | sh? z ch? z dx. 1400. | AL 
1395. Ércr 1401». = 

1396. Er 1402. | res 
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$ 9. Application des substitutions trigonométriques 
et hyperboliques pour calculer les intégrales du type 


[ R (z, V'ari+ bre) dr, (1) 


où R est une fonction rationnelle. 

En transformant le trinôme du second degré az? + bz + c en 
une somme ou une différence des carrés, l'intégrale (1) se ramène 
à l’une des intégrales des types suivants: 


1) | R (z, Vm2— 2) dr; 
2) | R(z, V/m +2) dz; 


3) | R(z, Vz2—m°) 2. 


Ces dernières Ra Le s'intègrent respectivement à l’aide du chan- 
sement de variable: 


= m sin t ou z= mtht, 
2)z= mtgt ou z2= msht, 
3) z= msect ou z= mcht. 


Exemple 1. Calculer 


| dz LI 

(+12 Vz2+2:+2 | e 

Solution. On a , 
+2r+2=(z+ 1} + 1. 


Posons z + 1 = tg =, alors dr = sec? z dz et 


[= | dx =| sec®zdz __( cosz FE 
(+1 VGH1P +1 tgzsecz | sin?z 
: 1 _Vza+2:+2 
Manet oeil Ve 


Exemple 2. Calculer 
fevrr1 dr=1. 
Solution. Ona 
site (+35) +2 | 
En posant 


4 V3 


" V3 
z+5— 5 sb t et dz=—cht dt, 
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on trouve 


J= | (Visit) V V3, t. LEP 


2 


nue { sheche ea | eh?rde= 
3 ch3 
= se PE (Sshechr++:)+c. 
Puisque 
h 2 Dr 2 un 
S 73 (z ++), C Lido 
el 


=] | n (245 s+V#+:#1) + In — 


on à en définitive : 


7 
+ 1 1 
= +e+0 75 (2+e) VE 


— 2 in (245 rri)ee 


Calculer les intégrales : 


1403. | VB—2r— dr. 1409. | V6: Ta. 


3 
1404. | V2+ dr. 1410. À (at+2+1) 2. 
2 RL — — 
1405. | AY | EVER 
1412. | ——" —.. 
1406. 2 214 dr. | oo 


407. Æ—2 dr. 
1407 [Væ 4 dx 413. PRE 0 


———— dz 
1408. [Væ+zdr. 1414. ss 


$ 10. Intégration de différentes fonctions 


transcendantes 
Calculer les intégrales : 
1415. | (+1) e% dr: 1417. | zsin cos 2z dr. 
1416. | x° cos° 3x dz. 1418. | e?* sin° x dx. 
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1419. | “sinrsin3rdr. 1423. | In dr. 

1420. | ze cos z dx. 1424. | In° er, T+x) dr. 
1421. | Fe 1425. | zarccos(5r—2)dr. 
1422. 


| TA 1426. | sin z sh x dx. 


$ 11. Application des « formules de récurrence » 


Trouver les « Nr de récurrence» pour les intégrales: 
1427. = | sr: 
1428. I, — | sin" zdzr, calculer 7, et Zs. 
1429. 1,=(-%%; calculer J3 et J4. 
1430. Zn — | z'e “dx; calculer J4. 


calculer Z, et 7:. 


$ 12. Exemples mixtes d'intégration 


at. [1641 ( VER 
1492. [ar tue. | 
TL ré z?+z 
23 1—7 2z 
1433. | © dr. 1443. | —— dx. 
+r+— V2 
dz dz 
1434. (- 25 1444. 7 
dz 22 +4 
1435. [Tera 1445. VE is 
dz 
F6 Jomern 6 PET 
1437 | _ 1447 = — 7 — dx 
LEFT  Jye=r 
TL 
1438. | 1448. av 
1439. Tr - 1449. = 
1440. as 1450. [ + az. 
— Z)- = 
(22 +1) ° 
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1451*. rove 1471. Rs 
1452. iV 23 dr. 1472. lasers 
1453 (Var de. 1473. (— 
1454. | TRES 1474. re 
1455 faVa +22 d7. 1475. | 
1456. | = 7 1476. {si 
1457. | EE 1477. \a 
zV/1—2 
1458. | 7 1478. | ze 
1459. | dr. 1479. | 
Vi+3 
1460. | cost z dr 1480. > 
1461. a 1481. | 
1462. (HUE à. 1482. [ 
1463. | EE dr. 1483. | 
1464. | cosecs 57 dr. 1484. | 
1465. | Lie de. 1485. (= 
1466 f sin (5) sin (++ z) dr 


; | 2+3 cos° z 


2sinz+3cosr—5 


dz 
| cosr+2sinxzcosr+2sin®z 


sin 


x sin 2x 


(2+cos = Re z) 


V'igz+4tgz+1 sp 


sec? z 


COS ax 


Va sin? az sin? ax 
z us 


z RE z 


sin 


(sin FR (sinz+cos r}? ” 


TEE sin®z 
shzchzdz. 


sh ShVi-z j, 


VA—z 


fte (+++) dz. 1486. | ere 
| Ércrrecren 1487. | 
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1489. 
1490. 


1491. 
1492. 
1493. 


ex d 
ex — Gex + 13 ui 


1494. —— 


1495 


1496. 


1497 


1498. 
1499. 


1500 


: | z$ arcsin _ dt. 


| cos (In x) dx. 


s f (2° — 3x) sin 5x dz. 
E arctg(27+3) dz. 
| arcsin V zur. 


. [isldz. 


CHAPITRE V 


INTÉGRALE DÉFINIE 


$ 1. Intégrale définie en tant que limite de sommes 


10. Somme intégrale. Soit f (x) une fonction définie sur 
l'intervalle fermé a <r << b avec a = <<... <r, =D 
une partition arbitraire en nr parties (fig. 37). On appelle somme inté- 
grale de la fonction f (x) sur [a, b] toute somme de la forme 


n-1 
Sn= D f(E) Az, (1) 
i=0 


OÙ TE <Ziy15 AT Ti — Ti 
1=0, 1, 2, ... (n—1). 


Géométriquement, S, représente l'aire algébrique de la figure en 
escalier (voir fig. 37). 


20. Intégrale définie. Lalimite de la somme S, quand 
le nombre de divisions nr tend vers l'infini et que le plus grand des Az; 
tend vers zéro s'appelle l'intégrale définie de la fonction f (x) entre les 
limites (ou bornes) z — a et z = b, cest-à-dire 

n-1 b 


lim : ÿ Î (&s) Azi = | f (x) dz. (2) 
1=0 a 


max Ax;+ 


Si la fonction f (x) est continue sur [e, b], elle est intégrable sur [a, b], 
c est-à-dire la limite (2) existe et est indépendante du procédé de par- 
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tage de l'intervalle d'intégration [a, b] en intervalles fermés partiels 
et du choix des points &, sur ceux-ci. Géométriquement, l’intégrale 
définie (2) n’est autre que la somme algébrique des aires des figures 
constituant le trapèze curviligne «A Bb, où l'aire des parties situées 
au-dessus de l'axe OX est prise avec le signe plus et l’aire des parties 
situées au-dessous de l’axe OX avec le signe moins (voir fig. 37). 


Fig. 38 Fig. 39 


Les définitions de la somme intégrale et de l'intégrale définie 
se généralisent naturellement pour le cas de l'intervalle fermé [a, b] 
où a > b. 


Exemple 1. Former la somme intégrale S, pour la fonction 


fa) =1+z 


sur l'intervalle fermé [1, 10] en le partageant en nr partics égales et en 
choisissant les points E; aux extrémités gauches des intervalles fermés 
portiels [zi, zi+1]. Calculer la limite lim S,. 


Nr 00 
10—1 9 
n 


n 


Solution. Ici Ar; = 


et Ej—=z;=2zp+iAr;=1+ 


ie: D'où 1E)=1+14+ 224 À . Par conséquent, (fig. 38) 


| n—1 
. 9% 9319 18 81 
Sn= D 1Goar= D (24) nt es (0414... n—1)= 
i=0 i=0 
yes Slnn—1) ,,,81/, 11 1 81 
184 = (1) =, 
n—+0 


xemple 2. Calculer l’aire de la figure limitée par l’arc 
de parabole y = z°, l’axe OX et les droites zx = 0 et zx = a (a > O). 


Solution. Partageons la base a en n parties égales Az — = 


En prenant la valeur de la fonction à l'extrémité gauche de chaque 
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intervalle, on a: 


n=0 n=(2), w=[2(2) neo 2j 


Les.aires des rectangles sont obtenues en multipliant chaque yg par 
sa base Az — - (fig. 39). En sommant, on trouve l'aire de la figure 
en escalier 


Sn=+— (£)'u+a+e+ + (n—1}]. 


En utilisant la formule donnant la somme des carrés des nombres 
entiers 


S ent) On+1) 
R=1 ; 


on trouve: 
S.— an (n—1)(2n—1) 
à Gn3 
et en passant à la limite: 


dé y @n—1)n(2n—1) af 
Me ONG Jui à 
On demande de calculer les intégrales définies en les 
considérant comme des limites de sommes intégrales: 


b 10 
1501. | dz. 1504. | 2*az. 
A 5 
1502. | &o+ ge) dt, 1505*. | a dr. 
Ù 1 


vo et g sont des constantes. 
1 


1503. | r° dr. 


= 9 


1506*. Calculer l'aire du trapèze curviligne limité par 
l'hyperbole 
y — ee , 


; T 
les deux droites x = a et x — b (0 < a < b) et l’axe OX. 
1507*. Calculer | 
f(x) = | sinédt. 


U 
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$ 2. Calcul des intégrales définies à l’aide 
des intégrales indéfinies 
10. Intégrale définie à limite supérieure 


variable. Si la fonction f (t) est continue sur l'intervalle fermé 
[a, b], alors la fonction 


Fr (= | f (6) dt 


est une primitive de la fonction f (x), c’est-à-dire 


F'(z)=f(:) pour a<z<b. 
20, Formule de Newton-Leibniz. Si F’(x)=—f(r)}, on « 


b 
| ft de F (EF (0). 
a 
On détermine la primitive F (x) en calculant l'intégrale indéfinie 
| f(x) dz= F (2)+C. 


3 
Excmple 1. Calculer l’intégrale | zÂ dr. 
21 


3 3 
Solution. | Aa | #5 _ (0 _ 784. 
1 


1508. Soit 


Calculer : 


Calculer les dérivées des fonctions suivantes : 

x x° 
1509. F (x) — fintd (c>0). 1511. F(z)— | e-t° di. 
{ 


x 


U Vx 
1510. F (x) — | VIF à. 1512. 1— | cos(#)dt(z>0). 
x 1/x 
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1513. Déterminer les points d'extrémum de la fonction 


x 
y= | SM! y dans le domaine z> 0. 
0 


Calculer les intégrales en appliquant la formule de New- 
ton-Leibniz : 
1 


de x 
1514. | 1516. | e dt. 
LE \ 
— 1 x 
1515. (| &. 1517. | cost de. 
92 0 


Calculer les limites des sommes à l’aide d’intégrales définies : 


1518**, lim a (7 rt te. +). 


1519%». bio (+ + +). 


1520. Limit? +:.te no). 


+1 
no nP 


Calculer les intégrales : 


2 3 
1521. [ e°—25+3 dz. 1526. | =. 
2 
8 Î 
1522. [24/2 de 1527. Î TE 
0 
c HV {usa 
1523. 1 dy. 1528. | 2777 
Dr j y+2 
Î 
1524. | Vz—2az. 1529. [| —_À 
z+4är +5 
3 4 
dx dz 
1525. PS su | RS 
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be 


dz. 1539. sin(ins) dx. 


FES 

O1 

(JE) 

à 
rs |A GC 

n 

ts 

R 
a là au 

cc 

0Q 

& 

os 


1540. 
EL 
6: 
f dx 
| ——. 1941. | ct dy. 
1533 = gt pdp 
: 6 
dx 1 
1534. 
7 1542. | re à. 
0 
Î 
1535. [ du. 
Vys+4 1543. | chzdr 
x 0 
4 In3 
1536. À cost a da 1544. { dz 
ch?z ” 
Û In 2 
T 
2 x 
1537. | snpdr 1545. re 
eè d 
LT 
1538. | _—— 


$ 3. Intégrales impropres 


19. Intégrales des fonctions non bornées. 
Si la fonction f (x) n’est pas bornée dans tout voisinage du point c de 
l'intervalle fermé [a, b] et si elle est continue pour a<z<c et 
c<z< b, on pose par définition: 
b 


b c—e 
| Fr) de= lim | f(2)är+lim | f() dz. (1) 
a For a ch c+te 


Si les limites au second membre de l'égalité (1) existent et sont finies, 
l'intégrale impropre est dite convergente, dans le cas contraire diver- 
te Pour c = a ou c = b, les définitions correspondantes se simpli- 
ient. 
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S'il existe une fonction continue F (x) sur l'intervalle fermé 
le, b] et telle que F’ (x) = f (x) pour z Æ c (primitive généralisée), 
alors 


b 


| f(x)dz=F(b)—F (a). @) 
a 
b 
Si | f(x} < F (x) pour a Lzr <Lb ct | F (x) dr converge, l'inté- 
a 
grale (1) converge aussi (critère de comparaison). 
Si f(x) 0 et si lim f(x) |c—zim— À - ©, À -Z 0, c'est- 
x—rcC 


à-dire f (z) — lésim pour z —+ c, alors 1) pour m << 1 l'intégrale (1) 
converge, 2) pour m > 1 l'intégrale (1) diverge. 


2°. Intégrales à pr infinies. Si la fonc- 
tion f (x) est continue pour a < z << + ©, on pose par définition 


J'roa-ts [ro & (3) 


et, en fonction de l'existence ou de l’inexistence d’une limite finie 
au second membre de l'égalité (3), l'intégrale correspondante est dite 
convergente Ou divergente. 

De même 


(; LOL SR LS NICE et ro lim; : Fred 


—œ te a 


Si |f(z)| <F (x) et si l’intégrale | F(z)dzr converge, l'’inté- 
a 
grale (3) converge aussi. 
Sif(z)>0etsi lim f(r)z2"= A4 = oo, À 0, c'est-à-dire f (z) — _ 
. X—r 00 LT 
pour z— co, 1) pour m>1 l'intégrale (3) converge, 2) pour 


m <i l'intégrale (3) diverge. 
Exemple 1. 


| 1 
[= im ( 4 Liim { En lim (51) + lim (24) = 00 
e e L do e—0 A z° e0 \E e—+0 


\ 
c'est-à-dire l'intégrale diverge. 
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a SÉ 2. 


b ; 
dz 1 
lim |; + ru (arctg b—arctg 0) — T° 
) Û 
Exemple 3. Etudier la convergence de l'intégrale des proba- 
bilités 


©œ 
| e* dz. 
0 


(4) 


Solution. Posons 


oo © 
| < ed [- “as | 2 
Ô 
La première des deux intégrales du second membre n'est pas impropre. 
La seconde intégrale converge puisque e-x? & e-x pour z > 1 et 


| e*dr= lim \e-xdr=—lim(—e-b+te-l) —e-1 
, bo , br 


par conséquent, l’intégrale (4) converge 


Exemple 4. Etudier la convergence de l'intégrale 


, Væs +1 
Solution. Pour rz—>æona 
1 . 1 nt | 41 
Li 11 3 1 3° 
Puisque l'intégrale 


converge, l'intégrale (5) converge aussi. 
Exemple 5. Etudier la convergence de l'intégrale elliptique 


1 
LS 


(6) 
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Solution. z = 1 est un point de discontinuité de la fonction 
à intégrer. On trouve en appliquant la formule de Lagrange 


1 1 


—— nes = . — + REED @ 


Puisque l'intégrale 


T'3" 


4 
) az 


converge, alors l'intégrale (6) converge aussi. 


Calculer les intégrales impropres (ou démontrer 


divergence) : 


| 


1546. 


1547. 


Se 


1548. 


AE 


y 


1549. 


PR, 
1 
# = 
S] 


1550. 


> 
| 

h 
ts 


1991. 


«| 


1592. 


DES 


1553. 2 
1 


1994. 


1995. 


1556. 


& 5 
à 


1557. 


à 
Cd 
[=] 
&R 


ë 
® 


O9 Otto St | O3 8 


e 

5 
Lo 

h 


pu 
ON 
O1 
© 


leur 


(a > 1). 
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do ] 
dz dx 
1560. [—— (a>1). 1564. 5 
: 2 
2 à az 
1561. | ctezär. | 1565. | Si 
(4) 
0 
1 
né dx 
1562. [ e*az (> 0). 1566. | 7357 
Ù 
Ô 
1563. | y de 
Ù 
Etudier la convergence des intégrales : 
100 1 
dz dx 
1567. |. 1571. | - 
(7775 1x4 
+00 _ 2 dr 
1568 VAS 1572. 
C dz C sin z 
1569. 7 mn) PE dr. 
oo 2 
z dx 
1570. | VAE | 


1574*. Démontrer que l'intégrale d’Euler de première 
espèce (fonction bêta) 
1 


B(p, 9)= | 2"1(1— 2) dr 
0 


converge pour p>0et g>0. : 
1575*. Démontrer que l'intégrale d’Euler de seconde 
espèce (fonction gamma) 


F (p) = xP"le"* dx 


converge pour p > 0. 
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$ 4. Changement de variable 
dans une intégrale définie 
Si la fonction f (x) est continue sur l'intervalle fermé a < z < b, 
st z =  (t) est une fonction continue ainsi que sa dérivée ” (£) sur 


l'intervalle fermé a<t<$, où a—œ(a) et b—œp(B) et si flp(£)] est 
définie et continue sur l'intervalle fermé a < t < B, alors 


b 8 | 
| f (x) dz= | f [p (t)]1 p (t) dt. 
a œ 


Exemple 1. Calculer 
a 
| z2V/a3 —zidr (a > 0). 


U 


Solution. Posons 
z = asin!; 
dz = a cos t dt. 


Alors ? = arcsin _. et, par conséquent, on peut prendre & = 


= arcsin 0 = 0,B = arcsin 1 => On a donc 


LR FL Le 
2 2 2 
ai | ai 
= af sin? { cos® { dt — | sin? 2t dt = — | (1 — cos 4t) dt = 
) 0 


4 8 
x 
3 
. ai Tai 
= + (1-7sinat) = 16 
0 


1576. Peut-on effectuer le changement de variable zx — 
— cost dans l'intégrale 


2 
[y Tr ar? 
0 


465 


+ 


Transformer les intégrales définies à l’aide de change- 
ments de variable indiqués: 


3 
1577. | Vrtidz, z=2—1. 
| 


1 
dz 

1578. — , Zz=sint. 

= 

2 

4h 

3 
1579. D, z—sht. 
Le 

4 

LS 


2 
1580. | f(x) dr, z=arctgt. 
0 


1581. Déterminer une substitution linéaire entière 
z=at+$ 


de manière que dans l'intégrale 
b 
fi@dr G>e) 
les limites d'intégration deviennent 0 et 1. 


Calculer les intégrales suivantes à l’aide de changements 
de variable indiqués: 


4 
dz 

RD: —P. 
1582 ETES z=t 

29 (2— 2): 
1583. | é , æz—2=# 

} (—2)3+3 

in 2 


1584. | V1 dz, e—1—7. 


+ 2 cos t ? 


1585. rien 


dr 
14 + a? sin? x ? 


ELLE 
2 
1586. | 
0 


gr = 2. 


Calculer les intégrales à l'aide de changements de varia- 


ble convenables : 


zè 
5 
+ 
2 9 
1588. | = dz 
1 


Calculer les intégrales : 


EL zV/z2+57+1 ET 


CA 
dits ré. 


In 5 ns 
ex Ver —1 
1589. | —xEg 


5 
1590. | 


1] 


a — 
2243241 


1593. | Vaz— 7 dr. 


dr 
5—3co0s zx ” 


1994. 


AR RT Cu À 


1595. Démontrer que si la fonction f(x) est paire, on a 


rar-2 | (or 


De même si la fonction f(x) est impaire, on a 


f(x) dr =t0. 


1596. Montrer que 


D 
fe dz d'L dx 


767 


1597. 


Montrer que 


| dx 


AL 
”_ f sinz 
arccosr Î 
(1 0 
1598. Montrer que 


w|x 


j (sin x) dr — | f (cos x) dx 
0 


l'intervalle fermé [a, 


$ 5. Intégration par parties 

Si les fonctions u (r) et v (rx) sont continüment dérivables sur 
b], on a 

b 


b 


| u(z)v’(z) dr=ut(z) v(x) 


b 
tion par parties 


—[ v(r)u’ (r) dr 
Calculer les intégrales en appliquant la formule d'’intégra- 
1599. 


(1) 
p14 
2 co 
| xcos x dr 1603. ze dx 
0 
1600. Î In x dz. 1604. e*cosbz dr (a>0) 
1 
| oo 
1601. Î ae: dz. 1605. je” *sinbrdr (a>0) 
0 0 
I 
1602. | e* sin x dx 
0 
1606**. Montrer que la fonction gamma (voir n° 1575) 
satisfait à la formule de récurrence 
Fp+1)=pl(p) (>0) 
En déduire que l'(r + 1) = n! si nr est un nombre entier 
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1607. Montrer que pour l'intégrale 


la formule de récurrence 


n—1 
Th = ñ Tao 


est vraie. 

Calculer 7, si r est un nombre entier. Utiliser la formule 
obtenue pour calculer Z, et Jo. 

1608. Calculer l'intégrale (voir n° 1574) 


| 
B(p, qg)= | 21 (1— zx)" dx, 


0 


où p et qg sont des nombres entiers positifs, en appliquant 
plusieurs fois l'intégration par parties. 
1609*. Exprimer l'intégrale 


EL 
2 

Pr | sin” zcos” x dx, 
Ü 


à l’aide de la fonction B (fonction bêta), si m et nr sont 
des nombres entiers non négatifs. 


$ 6. Théorème de la moyenne 


19. Evaluations des intégrales. Si f(r) <F(z) 
pour a < z < b, alors 
b b 
| f (x) dz <{ F (zx; dz. (1) 
a a 


= f (x) et @ (x) sont des fonctions continues pour a < x < b et si de 
plus (x) > 0, alors 


œ 


| x l'eséné [regie cu | gteras @) 


q fai a 
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où m est la plus petite valeur et M la plus grande valeur de la fonction 
f (zx) sur l'intervalle fermé [a, 
En particulier, si (x) = 1, alors 


b 
m G—a)< | f (2) dz < M (b— 0). (3) 


Les inégalités (2) et (3) peuvent respectivement être remplacées par 
des égalités Sr 


a 


b 
f(x) p(z) dz = f (0) | p (x) dx 


et : 
| f (&) dr = f(E) (b— a) 


où c et £ sont des nombres compris entre a et b. 
Exemple 1. Evaluer l'intégrale 


ua 
2 ER re 
I = | V/1+4 sin dr. 
Û 
Solution. Puisque 0<sin®z<1,on a 


Horse 


c'est-à-dire 1,57 << I < 1,91. 


20. Valeur moyenne d’une fonction. Par défini- 
tion le nombre 


b 
he | Î (x) dz 
a 
s'appelle valeur moyenne de la fonction f (x) sur l'intervalle fermé 
a£<z<b 


1610*. Déterminer le signe des intégrales sans les calcu- 
ler : 
2x 
æ dr; c) Î TE dr. 


1 0 


1611. Déterminer (sans les calculer) la plus grande des 
intégrales : 


a) [vrree ou (e&. 
' 

b) | 2 sint z dx ou | zsin*zdr; 
: | 

C) Le dx ou L dx. 


Calculer la valeur moyenne des fonctions sur les inter- 
valles indiqués: 


1612. f (x) = z°, 0Lz< 1. 
1613. f (x) = a + bcosx, —n L<r< un. 
1614. f (x) = sin zx, 0Lz< nr. 
1615. f (x) = sin x, 0Lz< 7. 


1616. Montrer que est compris entre 


1 
| dz 
: V2+r—7 
D) 
+ & 0,67 et 73% 0,70. Trouver la valeur exacte de cette 
intégrale. 

Evaluer les intégrales : 


x 
1 4 
1617. | VAF dr. 1620*. (ÜzVtgz. 
0 0 
I 
+1 " É3 : 
1618. | ——=—. 1621. 2 dz. 
z$ 
j,5+ ] 
4 


21 d 
4649. | T7 
10 
+ 


3co3z ” 


771 


1622. Démontrer en intégrant par parties que 
2007 


0 < cos z 


CRT TE x : 
1007 . 


$ 7. Aires des figures planes 


40. Calcul des aires en coordonnées rec- 
tangulaires. Si uno courbe continue est donnée en coordonnées 
rectangulaires par une équation de la forme y = f(x) [f (x) > 01], 


Fig. 40 Fig. 41 


alors l'aire du trapèze curviligne limité par cette courbe, par les deux 
droites x = a et x = b et l'intervalle fermé a < x < b de l'axe des 
abscisses (fig. 40) est donnée ja la formule 


S— f(x) dz. (1) 


E x a mple 1. Calculer l’aire de la figure limitée par la para- 
bole y — _. , les droites z = 1 et z = 3 et l'axe des abscisses (fig. 41). 
Solution. L'aire cherchée est donnée par l'intégrale 


z° 1 


Excmp L e 2. Calculer l’airc de la figurc limitée par la courbe 
z=2—y— y? et l'axe des ordonnées (fig. 42). 


Solution. Dans ce cas, les rôles des axes sont intervertis et, 
par suite, l’aire cherchée s'exprime par l'intégrale 


1 
S — | (2— y— y?) dy=4T 
22 
172 


où les limites d'intégration y; — —2 et y2 — À sont les ordonnées 
des points d’intersection de la courbe avec l'axe des ordonnées. 

Dans un cas plus général, si la figure S est limitée par les deux 
courbes continues y = /f1 (x), y = f2 (x) et par les deux droites z = à 


(0 4 
y=h(x) 


Fig. 42 Fig. 43 


et z — b où f; (x) < f2 (x) pour a < x < b (fig. 43), on a: 
b 
s= | [F2 (2) — fi Go) az. (2) 


Exemple 3. Calculer l'aire de la figure limitée par les deux 
courbes 


y=2—-#et ÿ = 2 (3) 
(fig. 44). 
Solution. On détermine les limites d'intégration: z, = — 


et z2 = 1 en résolvant le système des équations (3). D'après la for- 
mule (2),ona 


its 


| L 
= — 12 73 _ + s\ _9 2. 
s={e : #) dz= (2 Se) 25. 
sp 


Si la courbe est donnée par des équations sous forme paramétrique 
z = (, y = Ÿ(t), l'aire du trapèze curviligne limité par cette 


courbe, les deux verticales z = a et z = b et l'intervalle fermé de 
l’axe OX, s'exprime par l'intégrale 
{a 
s= | vu (a, 
{1 


où f, et {> sont déterminées par les équations a = @ (4) et b = œ (42) 
{p (4) > 0 sur l'intervalle fermé [4, #1]. 


178 


Exemple 4. Calculer l'aire de l'ellipse (fig. 45) en utilisant 
ses équations paramétriques 


Z = a COS f, 
y = bsint. 


Solution. Vu que l’ellipse est une courbe symétrique par 
rapport à l’origine des coordonnées, il suffit de calculer l'aire du quart 


Fig. 44 


de l’ellipse puis de multiplier le résultat par quatre. En faisant dans 
l'équation z = « cos t d'abord z = 0, puis z — a, on détermine les 


limites d'intégration tj — . et ft = 0. Donc 


: rab 
2 = 
sin? { dt Z 


Se |A 


0 

| S = | b sin a (—sin t) dt = ab 
né 
2 


Fig. 47 


20. Calcul des aires en coordonnées 
polaires. Si la courbe est donnée en coordonnées polaires par une 
équation de la forme r = f (q), alors l'aire du secteur AOB (fig. 46) 
limité par l'arc de courbe et par les deux rayons polaires OA et OB 
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correspondant aux valeurs ® = «a et 2 = B est donnée par l'intégrale 


B 
S=+ | (par. 
[e À 


Exemple 5. Calculer l'aire intérieure à la lemniscate de 
Bernoulli r? = a%cos 2@ (fig. 47). 


Solution. Vu la symétrie de la courbe, calculons d’abord le 
quart de l'aire cherchée 


1623. Calculer l'aire de la figure limitée par la parabole 
y = 4x — 1° et l’axe des abscisses. 

1624. Calculer l'aire de la figure limitée par la courbe 
y = Inz, l'axe OX et la droite x =e. 

1625*. Calculer l’aire de la figure limitée par la courbe 
y = zxz(z—1)(x — 2) et l'axe OX. 

1626. Calculer l'aire de la figure limitée par la courbe 
y = x, la droite y — 1 et la verticale x = 8. 

1627. Calculer l'aire de la figure limitée par une demi- 
onde de la sinusoïde y = sin x et l'axe OX. 

1628. Calculer l'aire de la figure comprise entre la 
courbe y = tgzx, l'axe OX et la droite x — +. 

1629. Calculer l'aire de la figure comprise entre l’hyper- 
bole zy — m°, les verticales x = a, x = 3a (a > 0) et 
l'axe OX. 


# ee 3 
1630. Calculer l'’airecomprise entre l'agnésienne y — a 


a? 

et l’axe des abscisses. : 

1631. Calculer l’aire de la figure limitée par la courbe 
y = 2, la droite y = 8 et l'axe OY. 

1632. Calculer l'aire de la figure limitée par les parabo- 
les y° — 2pxz et 1° = 2py. 

1633. Calculer l’aire de la figure limitée par la parabole 
y = 2x — 2° et la droite y = —x. 

1634. Calculer l'aire du segment de parabole y = 1° 
défini par la droite y = 3 — 2z. 
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1635. Calculer l'aire de la figure comprise entre les 


paraboles y = 2°, y — se et la droite y = 2x. 


1636. Calculer l'aire de la figure comprise entre les 


2 9 
paraboles y = + et y = 4 — Ta. 


À 
1637. Calculer l'aire de la figure comprise entre 
1 22 
Tir et la parabole y — T- 
1638. Calculer l’aire de la figure limitée par les courbes 
y =e", y—=e"* et la droite x = 1. 
1639. Calculer l’aire de la figure limitée par l’hyperbole 


2 1 et la droite z = 20. 
1640*. Calculer l’aire totale de la figure limitée par 


l’astroïde 


l'agnésienne y — 


gs + yls = as, 
1641. Calculer l'aire de la figure comprise entre la 
chaînette 
y=ach—, 


l'axe OY et la droite y = (e? + 1). 


1642. Calculer l’aire de la figure limitée par la courbe 
a°y* = z° (a — 
1643. Calculer l'aire intérieure à la courbe 


z \? y \%3 
(&) + ra To 
1644. Calculer l’aire de la figure comprise entre l’hyper- 
bole équilatère z° — y* — 9, l'axe OX et le diamètre passant 
par le point (5, 4). 
1645. Calculer l'aire de la figure comprise entre la 
courbe y — l'axe OX et la droite z=1 (x > 1). 


1646*. Calculer l’aire de la figure limitée par la cissoïde 


v* = — et son asymptote x — 2a (a >> 0). 
1647*. Calculer l'aire de la figure comprise entre la 
z (z—a)° 


strophoïde y*° = et son asymptote (a >> O0). 


2a— 
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1648. Calculer l’aire des deux parties du cercle zx? + y° — 
= 8 délimité par la parabole y* — 2x. 

1649. Calculer l'aire de la figure comprise entre le cercle 
2 + y* = 16 et la parabole 1° — 12 (y — 1). 

1650. Calculer l'aire intérieure à l’astroïde 


z=acost; y = bsin* t. 


1651. Calculer l’aire de la figure limitée par l'axe OX 
et un arc de cycloide 


b 


1652. Calculer l’aire de la figure limitée par une branche 
de trochoïde 


a (t —sint), 


a (1 — cos t). 


z — at — bsint, 
{ O<b< a) 
y=a—bocost 
et la tangente aux points les plus bas de cette branche. 
1653. Calculer l’aire de la figure limitée par la cardioïde 


à — a (2 cos t — cos 2{). 
y = a (2 sin & — sin 2#). 


1654*. Calculer l’aire de la 
boucle du folium de Descartes 


__. dat __ Sat? 
73356: 9177356" 

1655*. Calculer l'aire totale 
de Ja cardioïide r = a (4 + 
+ cos @). 

1656". Calculer l’aire de la figure comprise entre la pre- 
mière et la deuxième spire de la spirale d'Archimède r — 
— ap (fig. 48). | 

1657. Calculer l'aire d'une boucle de la courbe r — 
= a COS 2. 

1658. Calculer l’aire totale de la figure limitée par la 
courbe r° = a* sin 49. 

1659*. Calculer l’aire de la figure limitée par la courbe 
r = a Sin 39. 
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1660. Calculer l'aire de la figure limitée par le limaçon 
de Pascal 


r = 2 + cos . 
1661. Calculer l’aire de la figure limitée par la parabole 
r = a sec® + et les demi-droites p=+ et pP= 
1 US _ P 
1662. Calculer l’aire dè l’ellipse r — 1 cc (e < 1). 


1663. Calculer l'aire de la figure extérieure au cercle 
— a et limitée par la courbe r = 2a cos 39. 


1664*. Calculer l’aire de la figure limitée par la courbe 
+= + y. 


$ 8. Longueur d’un arc de courbe 


10. Longueur d'un arc de courbe en coor- 
données rectangulaiïres. La longueur s d’un arc de 
courbe d'équation y—f(xz) compris entre 
deux points d'abscisses z = a etz = best 

égale a 


4 
b Ce 
; 1 s= | V1+ y''dz. 
4 a 
X E xemple 1. Calculer la longueur 
de l’astroïde z°/3 + y°/3 —a°/s (fig. 49). 
Solution. On a, en dérivant 
l'équation de l’astroïde, 
1 
Fig. 49 = _y"ts | 
. 71/3 
Donc, la longueur du quart de l’astroïde est 


| ( y"/3 C 3 
rs= | += [rer &e 
A z 7 


D'où s = 6a. 


20, Longueur d'un arc de courbe donnée 
sous forme paramétrique. Si la courbe est donnée par 
des équations sous forme paramétrique z = @ (t) et y = (t), alors 
la longueur s de l’arc de courbe est égale à 


{2 
s — | Vz2+y'tdt, 
{4 
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où {: et & sont les valeurs du paramètre correspondant aux extrémités 
de l'arc. 
Exemple 2. Calculer la longueur d'un arc de cycloïde (fig. 50) 


{ z—=a(t—sint) 


y—=a(i—cost). 


Solution. On a = a(1— cost) et Da sint. Donc 
274 27 
= | Va: (1—cos t)3+a3 sit rdt=20 | sin 7 dt = Ba. 
0 ri) 


Les limites d'’inté ation {{ = 0, {, — 2x correspondent aux extrémités 
de l'arc de cycloide. 


Fig. 50 ; 


Si la courbe est donnée k une équation en coordonnées polaires 
de la forme r = f (p), alors la longueur de l'arc s est égale à 


= | VTT E 0, 


où a et B sont les valeurs de l angle polaire correspondant aux extré- 


mités de l'arc. 
x 


x 


Fig. 51 


Exemple 3. Calculer la longueur totale de la courbe 
r = a si . (fig. 51). On décrit toute la courbe en faisant varier 
p de O0 à 3x. 


12° 779 


2 P ® 


Solution. On ar’=a sin? cos —, donc la longueur totale 
de la courbe est 
a 37 
s= a sine ? 3 +0? sin + cos? À dp = 4 | sin? — + ap. 


0 


1665. Calculer la longueur de l'arc de la parabole semi- 
cubique y° = z° compris entre l’origine des coordonnées et 
le point x = 4. 

1666*. RCE la longueur de l'arc de la chaînette 


y =ach _. compris entre le sommet À (O0, a) et le point 


B (b, h). 

1667. Calculer la longueur de l'arc de la parabole y — 
= 2 V x compris entre les points d’abscisses r — 0 et x — 1. 

1668. Calculer la longueur de l’arc de la courbe y — e* 
compris entre les points (0, 1) et (1,e). 

1669. Calculer la longueur de l'arc de la courbe y — In z 
compris entre les points d’abscisses x = V3 et x = V8. 

1670. Calculer la longueur de l’arc de la courbe y — 
— arcsin e"* compris entre les points d’abscisses zx — 0 
et z = 1. 

1671. Calculer la longueur de l’arc de la courbe z — 
— ]n sec y compris entre les points d'ordonnées y — 0 


et y= + 


1672. Calculer la longueur de l'arc de la courbe x — 

1 1 £ : , e 
=> —s In y compris entre les points d'ordonnées 
y = À et y =e. 

1673. Calculer la longueur de la branche de tractrice qui 
correspond aux z > 0 


z=Va—y+aln 


compris entre les points d’ordonnées y = a et y = b (0 <. 
<b<a 

1674. Calculer la longueur de l’arc fermé de la courbe 
Jay? = x (x — 3a). 

1675. Trouver la longueur de l’arc de la courbe y — 


Ver) 
ÿ 


= ]n (cth 2) compris entre les points d’abscisse zx = a 
et x=b (0<a< pb). 
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1676*. Calculer la longueur de l’arc de la développante 
de cercle 
zx = at(cost +isint) 
y = a (sin{ — {cos t), 
pour # variant de ê—0 à {= T. 
1677. Calculer la longueur de la développée d'ellipse 


z = cost, y= Ssint£ (c? = at—b?). 
1678. Calculer la longueur de la courbe 
| | 
y = a (2 sin { — sin 2f). 

1679. Calculer la longueur de la première spire de la 
spirale d’Archimède r = ag. 

1680. Calculer la longueur totale de la cardioïde r = 
= a (1 + cos y). 

1681. Calculer la longueur de l’arc de la parabole r — 
— a sec? + défini par une droite verticale passant par le pôle. 

1682. Calculer la longueur de l’arc de la spirale hyper- 
bolique r@ = 1 compris entre les points (2, 5) : (5 : 2). 

1683. Calculer la longueur de l'arc de la spirale loga- 
rithmique r — ae"®, intérieur au cercle r = a. 


1684. Calculer la longueur de l’arc de la courbe @ = 


= À (r + 2) compris entre les points de rayon vecteur 


$ 9. Volumes des corps 


10. Volume des corps de révolution. Le volume 
du corps obtenu par la rotation d'un trapèze curviligne limité par 
la courbe y = f (x), l'axe OX et les deux droites verticales x — a 
et z = b autour des axes OX ou OY est donné respectivement par les 
formules 

b b 
) Vx=x| ÿdz; 2) Vy=2n | sydr). 
a a 

*) Le corps est engendré par la rotation du trapèze curviligne 
limité par la courbe y = f (x), les droites zx = a, r = bet y = 0 
autour de l’axe OY. On prend comme élément de volume de ce corps 
le volume de la partie du corps engendré par la rotation autour de 
l'axe OY d’un rectangle de côtés y et dr et se trouvant à la distance zx 
de l’axe OY. ‘a conséquent, l'élément de volume dVy — 2rxry dx, 


d'où Vy= 21 \ zy d£. 
a 
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E xemple 1. Calculer le volume du corps obtenu par la rota- 
tion d’une figure limitée par une demi-onde de la sinusoïde y = sin z 
et le segment O0 < x < n de l’axe OX autour: a) de l’axe OX et 


b) de l’axe OY. 
Solution. 


t : x? 
a) Vr=1x | sin?z dr =; ' 
0 


x 
b) Vy—=2x | zsinrdr=—2n(—zcosx+sinz);= 212. 
) 


Le volume d’un corps engendré par la rotation autour de l’axe OY 
d'une figure limitée par une courbe z = g (y), l'axe OY et les deux 
arallèles y — c et y — d peut être 
onné par la formule: 


d 
Vy=x | z° dy, 


C 


déduite de la formule 1) précitée en 
intervertissant le rôle des coordonnées 
z et y. 

Si la courbe est donnée sous une 
autre forme es forme paramétrique, 
en coordonnées polaires, etc.), on peut 
effectuer dans les formules précitées 
un changement de variable adéquat 
de la variabe d'intégration. 

Plus généralement les volumes des corps engendrés par la rotation 
d'une figure limitée par des courbes y; = f1 (x) et y2 = f2 (x) (avec 
f1 (x) < f2 (x)) et les droites z = a, x = b autour des axes de coor- 
données OX et OY sont respectivement donnés par les formules. 


b 
Vr=x { (v}— y?) dr 
A 
et 


b 
Vy=2x { Z (Ya — Yi) dr. 
a 


Exemple 2. Calculer le volume d’un tore engendré par la 
Fe du cercle 2? + (y — b)}? = a? (b > a) autour de l'axe OX 
ig. 92). 


Solution. On a 


yi=b— Va? et y—=b+V/a3—35. 
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a 


Donc, Vx=x | [(b + V'aî— 22) (b— V/a2— 72}] dr — 


-a 


a 
= | Va z2 dx = 2x°a°b 
a 
(la Rte intégrale s'intègre à l'aide du changement de variable 
z = a Sin {). 
Le volume d'un corps engendré par la rotation d’un secteur limité 
par l’arc de courbe r — F (œ) et deux rayons vecteurs @ = a, q = B, 
autour de l'axe polaire, peut être cal- 
culé d’après la formule 


B 
Vp=2 I | rS sin pd. 
[e 4 


Cette formule est commode pour 
calculer le volume des corps engendrés 
par la rotation autour de l'axe polaire 
d'une courbe fermée donnée en coordonnées 
polaires. 


Exemple 3. Calculer le volume 


engendré par la rotation de la courbe r — a sin 2p autour de 
l'axe polaire. 


Solution. 
LL LR 
2 2 
2 4 à 
Vp=2— 4 | r$ sin @dp=- rai | sin 2 sin q dq — 
Û Û 
Es 
32 t 64 
— % sa8 | sint 3 = Has 
= Na | sinf @ cos p dp 105 2° 
0 


20. Calcul des volumes des corps d'après 
les sections transversales. Si S — S (x) est l'aire 
d’une section d’un corps obtenu par l’intersection d'un plan perpendi- 
culaire à une droite donnée (que l’on prend pour l'axe OX), au point 
d'abscisse z, alors le volume E ce corps est égal à 

X2 
v= | S (x) dr, 
| xi 
où z, et z° sont les abscisses des points extrêmes du corps. | 

Exemple 4. Calculer le volume du corps commun à un cylin- 
dre circulaire et à la partie de l'espace se trouvant entre la base du 
cylindre, un plan formant avec cette dernière un angle a et passant 


par GE oi de la base du cylindre. Le rayon de la base est R 
(Eig. : 
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Solution. Prenons pour axe OX le diamètre de la base suivant 
lequel le plan sécant coupe la base et pour axe OY le diamètre de la 
base qui lui est perpendiculaire. L’équation du cercle de base est 
a+ y = R*. 

L'’aire de la section À ZC distante de x de l’origine des coordonnées 
O est égale à 


S (r) =aire du triangle .1BC = -1B- BC - _ yy \g a = CS tg a. 


Donc, le volume cherché est 


R R 
9 
vo. | y tgadr=tga | (R° — r°) dr=—tgans. 
Û 


1685. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion autour de l'axe OX de la figure limitée par l'axe OX 
et la parabole y — ax — x (a > 0). 

1686. Calculer le volume de l’ellipsoïde engendré par la 


2 2 
rotation de l’ellipse = + % = { autour de l'axe OX. 


1687. Calculer le volume du corps obtenu par la rotation 
autour de l’axe OX de la figure limitée par la chaînette 


y = ach — , l’axe OX et les droites zx = +a. 


1688. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion autour de l’axe OX de la partie de la courbe y = sin? z 
comprise entre les points z = 0 et zx = x. 

1689. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion autour de l’axe OX de la figure limitée par la parabole 
semi-cubique y° = x°, l'axe OX et la droite x = 1. : 

1690. Calculer le volume du corps obtenu par la rotation 
de la figure de l'exercice n° 1689 autour de l’axe OY. 

1691. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion de la figure limitée par la courbe y — e* et les droites 
z = 0, y — 0 autour: a) de l'axe OX et b) de l'axe OY. 

1692. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion autour de l’axe OY de la partie de la parabole y* — 
— ax qui est délimitée par la droite zx = a. 

1693. Calculer le volume du corps engendré par la 
rotation autour de la droite x = a de la partie de la para- 
bole y° — 4ax qui est délimitée par cette droite. 

1694. Calculer le volume du corps obtenu par la rotation 
autour de l’axe y = —p de la figure limitée par la para- 


bole y* — 2px et la droite x — Le 
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1695. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion autour de l'axe OX de la figure comprise entre les 


paraboles y = 2° et y = Vx. 
1696. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion autour de l’axe OX de la boucle de la courbe 


(x — 4a)y® = ax(r — 3a) (a > 0). 


1697. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
= autour de son asymptote 


tion de la cissoïde y* = ; ca 
Ta— 
x —= 24. 

1698. Calculer le volume d’un paraboloïde de révolution 
de rayon de base R et de hauteur AH. 

1699. Un segment de parabole droit de base 2a et de 
hauteur À tourne autour de la base. Calculer le volume du 
corps de révolution ainsi engendré. 

1700. Montrer que le volume de la partie du corps en- 
gendré par la rotation de l'hyperbole équilatère z° — y® — 
— «a? autour de l'axe OX délimitée par le plan x = 2a est 
égal au volume de la sphère de rayon a. 

1701. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion de la figure limitée par un arc de cycloïde x = a (t — 
— sint), y = a(1 — cost) et l'axe OX autour: a) de 
l’axe OX, b) de l’axe OY et c) de l’axe de symétrie de la 
figure. 

1702. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion de l'astroïide x — acos t, y — bsin*{ autour de 
l'axe OY. 

1703. Calculer le volume du corps que l’on obtient par 
la rotation de la cardioïde r = a (1 + cos ) autour de 
l'axe polaire. 

1704. Calculer le volume du corps engendré par la rota- 
tion de la courbe r = a cos @ autour de l'axe polaire. 

1705. Calculer le volume d’un obélisque dont les bases 
parallèles sont des rectangles de côtés À, B et a, b et de 
hauteur h. 

1706. Calculer le volume d'un cône elliptique droit dont 
la base est une ellipse de demi-axes a et b et de RAUtEUT hk. 


1707. Sur chaque corde de l'astroïde x? + n° = 23 
parallèle à l’axe OX on construit un carré, admettant cette 
corde pour côté, perpendiculaire au plan XOY de l’astroïde. 
Calculer le volume du corps engendré par ces carrés. 
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1708. Un cercle variable passe par un point de l’axe OY, 
son centre décrit l’ellipse = + os — 1 et le plan du cercle 
est perpendiculaire au plan XOY. Calculer le volume du 
corps engendré par ce cercle. 


1709. Le plan d’un triangle en mouvement reste perpen- 
diculaire au diamètre immobile d’un cercle de rayon a. 
La base du triangle est une corde du cercle et son sommet 
glisse sur une droite parallèle au diamètre fixe située à la 
distance À du plan du cercle. Calculer le volume du corps 
(appelé conoïde) engendré par le déplacement de ce triangle 
de l’une des extrémités du diamètre à l’autre. 


1710. Calculer le volume du corps limité par les cylin- 
dres 2° + 2 = a et y° + 2 — a°. 

1711. Calculer le volume du segment délimité par le 
plan z—a et le paraboloïde elliptique taes 

1712. Calculer le volume du corps limité par un hyper- 
boloïde à une nappe + -E 1 et les plans z2—0 
et z—A. 

1713. Calculer le volume de l'ellipsoïde +421. 


$ 10. Aire d'une surface de révolution 


L'aire de la surface engendrée par la rotation autour de l'axe OX 
d’un arc de courbe y = f (9) compris entre les points d’abscisse z = a 


et z = b est donnée par la formule 
b b 
Sx=2x | y D dr = 27 | y V1-+y'dz (1) 
a a 


(ds est la différentielle de l'élément d'arc). 

Lorsque les équations de la courbe sont données sous une autre 
forme, l'aire de la surface Sx est donnée par la formule (1) après 
y avoir effectué un changement de variable adéquat. 


Exemple 1. Calculer l'aire de la surface engendrée par la 
rotation autour de l’axe OX de la boucle de la courbe 9% = x (3 — z)° 
(fig. 54). 


Solution. Pour la partie supérieure de la courbe, c'est-à-dire 
pour 0<z<3, on a y= _ (3— zx) Vz. D'où la différentielle de 
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z+1 


l'arc ds — —- dz. En vertu de la formule (1), l'aire de la surface 
2V7z 


est 


3 
S=2x | À (8—2) Va de 


) 2Vz 


Exemple 2. Calculer l’aire de la surface obtenue par la rota- 
tion d'un arc de cycloïde z = a (t — sin ft), y = a (1 — cos ft) autour 
de son axe de symétrie (fig. 55). 


Fig. 54 Fig. 55 


Solution. La surface cherchée est engendrée par la rotation 
de l'arc OA autour de la droite AB d’équation z = sa. En prenant 
y comme variabls indépendante et en ayant en vue que l’axe de rota- 
tion AB est traislatée de ra par rapport à l'axe OY, on a: 


2a 
S=2n | (ra — 2) Say. 
0 


En passant à la variable t,ona 
EL 

S—2x | (xa—at+asint) (&) + (#) &- 

dt dt 

Û 


x 
= 2x Î (xa— at +asint) 2asin Tdt= 
0 


x 
RE ._ j ._ 
— 4xa° | (x Sin --— {sin  +sintsin 5) dt — 
5 


t t t 4 Lt 17 
— 4 2 — —— ER 1 — a 1 de a 
Axa [ 27 COS Z + 21 cos j —4sin 7 + sin z LL 
4 
=87 (x—2) ct 


187 


1714. Les dimensions d’un miroir parabolique AOB sont 
indiquées sur la fig. 56. On demande de calculer l'aire 
de la surface de ce miroir. 

1715. Calculer l’aire de la surface de la « quenouille » 
que l’on obtient par la rotation d’une demi-onde de sinu- 

soïide y — sinxz autour de l'axe OX. 
YA A 1716. Calculer l’aire de la surface engen- 
| drée par la rotation de la partie de la 
tangentoide y —=tgz comprise entre les 


: EL 
points d'’abscisse zx = 0 et x — TZ autour 


de l'axe OX. 

0 À 1717. Calculer l'aire de la surface engen- 
drée par la rotation autour de l’axe OX 
de l'arc de courbe y — e”* compris entre 
les points d’abscisse zx — 0 et x — +oo. 

B 1718. Calculer l’aire de la surface (appe- 
lée cathénoïde) engendrée par la rotation de 


ôa 


Fig. 96 e 
l'arc de la chaînette y = a ch —autour de l’axe 
OX compris entre les points d’abscisse de x — 0 à zx — «a. 
1719. Calculer l’aire de la surface de révolution engen- 
drée par la rotation de l’astroïde z°/3 + y*/3 — a*/3 autour 
de l'axe OY. 
1720. Calculer l’aire de la surface de révolution engen- 


drée par la rotation de l'arc de courbe z — z y® — _- In y 


autour de l’axe OX et compris entre les points d’ordonnées 
y = À et y —=e. 

1721*. Calculer l'aire de la surface du tore engendré 
par la rotation du cercle 2° + (y — b}° — a° autour de 
l'axe OX (b > a). 

1722. Calculer l'aire de la surface engendrée par la rota- 
tion de l’ellipse = + _ — À autour: 1) de l’axe OX: 
2) de l’axe OY (a > b). 

1723. Calculer l'aire de la surface engendrée par la rota- 
tion d’un arc de cycloïde x — a (t — sin t) et y = a (1 — 
— cos {) autour: a) de l’axe OX ; b) de l’axe OY ; c) de la 
tangente à la cycloïde au point le plus élevé. 

1724. Calculer l'aire de la surface engendrée par la 
rotation autour de l'axe OX de la cardioïde 

x Us co 


y = a (2 sin { — sin 2f). 
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1725. Calculer l’aire de la surface engendrée par la rota- 
tion de la lemniscate 7* — a* cos 2p autour de l’axe polaire. 

1726. Calculer l’aire de la surface engendrée par la rota- 
tion de la cardioïde r = 2a (1 + cos @) autour de l’axe 
polaire. 


$ 11. Moments. Centre de gravité. 
Théorèmes de Guldin 


10. Moment statique. On appelle, par définition, 
moment statique par rapport à un axe / d’un point matériel À de masse m 
et se trouvant à la distance d de l'axe ! la grandeur M} — md. 

Le moment statique par rapport à un axe / d'un système de n points 
matériels de masse m;, m2, ..., mn Se trouvant dans le même plan 
que l’axe et dont les distances à cet axe sont respectivement di, do, . .. 
+. dn est par définition la somme 


n 
Mi= > midi, (1) 
={ 


en outre, les points situés d’un même côté de l'axe L sont pris avec 
le signe plus (+) et les autres avec le signe moins (—). D'une manière 
analogue, on définit le moment statique d'un système de points par 
rapport à un plan. : 

Si les masses sont distribuées continüment sur une ligne ou sur 
une figure du plan XOY, alors les moments statiques Mx et M; 
par rapport aux axes de coordonnées OX et OY s'expriment respective- 
ment par des intégrales au lieu des sommes (1). Dans le cas de figures 
géométriques, la densité est supposée égale à l'unité. 

En particulier: 4) pour une courbe z = z(s), y = y (s), où le 
paramètre s est la longueur de l'arc, on a 


L L 
M= | y (s)ds; My= | (94 (2) 
0 


(as = V/(4z}? + (dy)° est la différentielle de l'arc) : 
2) 1 st une figure plane limitée par la courbe y = y (zx), l'axe OX 


et les deux droites verticales z = a et y —=b,ona 
; b ) 
Mr=z |ulvlés; My=\zlyids. (3) 
a a 


Exemple 1. Calculer les moments statiques par rapport aux 
axes OX et OY d’un triangle limité par les droites +i= 1,2z= 0, 
y = 0 (fig. 57). 
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Solution. lciy = b (1 — 2). En appliquant les formules (3), 


on trouve 


et 


20 Moment d'inertie. On appelle moment d'inertie 
par rapport à un axe ! d’un point matériel de masse m distant de d 
de l’axe ! le nombre 7; = md. 


< 


Fig. 57 Fig. 58 


On appelle moment d'inertie par rapport à un axe ! d’un système 
de n points matériels de masse m,, mo», . .., m, la somme 


n' 


Ti= ÿ mid?, 
1—=1 
où di, d2, . - ., dh sont les distances des points à l’axe L. Dans le cas 


d'une masse continue, on prend l'intégrale correspondante à la place 
de la somme précédente. 


Exemple 2. Calculer le moment d'inertie d’un triangle de 
base b et de hauteur À par rapport à sa base. 


Solution. Faisons passer l’axe OX par la base du triangle et 
l’axe OY par la hauteur du triangle (fig. 58). 

.__ Partageons le triangle en tranches horizontales d'épaisseur infi- 
niment petite dy jouant le rôle de masses élémentaires dm. D’après 
la similitude des triangles, on a 

h—y 
dm =b —— dy 
et 


dx = y dm = À y? (h—y) dy. 
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D'ou 


b : 1 
Îx= + | y" (2 — y) dy — 15 vh°. 
U 


39. Centre de gravité. Les coordonnées du centre de 
gravité d’une figure plane (d’un arc de courbe ou d’une figure plane 
à deux dimensions) de masse Àf se calcu- 
lent d’après les formules 

M - __Mx 


TL= — ed 


M y = M Ÿ 


où Mxet M sont les moments statiques 
de la masse. Dans le cas de figures géo- 
métriques, la masse M est numérique- 
ment égale soit à la longueur de l'arc Fig. 59 

de courbe, soit à l'aire do la figure. 8 

Les coordonnées du centre de gravité 

(x, y) d’un arc de courbe plane “y = f (x) (a < x << b) réunissant 
les points À (a, f (a)) et B (b, f (b)), sont données par les formules 


B b B b 
fzds (zVi+(Yy}a Quds [y V1+(4Y)ar 
SE US SES, 
s b ’ s b 
[ V1+() az | VI+ WP àz 


Les coordonnées du centre de gravité (x, y) d'un trapèze curvi- 
ligne a<z<b, 0<y<Lf(z) sont données par les formules 


b 4 ? 
h Î ry dr 7 | dr 
z =" 5 = — 5 —; 


b 
où S = | y dr est l'aire de la figure. 
a 


On a des formules analogues pour les coordonnées du centre de 
gravité d'un corps. 


Exemple 3. Déterminer le centre de gravité du demi-cercle 
+ = at, (y > 0) (fig. 59). 
Solution. On a 
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et 


ds= TFUE dr= 28 
Va 7 
D'où 
a a 
M; = | x ds — = = dz =0, 
J J'Va-s 
a a 
Mx= | yas= | V Re 2, 
de L a? — zx 
t dx 
a 
M= | —— a 
Va 7 


Par conséquent, 


49, Théorèmes de Guldin. 


Théorème 1. L'’aire de la surface engendrée par la rotation 
d’un arc de courbe plane autour d’un axe se trouvant dans le même 
plan que la courbe sans intersection avec l'axe est égale au produit 
de la longucur de la courbe par la longueur de la circonférence décrite 
par le centre de gravité de l’arc de courbe. 


Théorème 2. Le volume d’un corps engendré par la rotation 
d’une figure plane autour d’un axe se trouvant dans le plan de la 
figure et sans intersection avec la figure est égal au produit de l’aire 
de cette figure par la longueur de la circonférence décrite par le centre 
de gravité de la figure. 

1727. Calculer les moments statiques par rapport aux 
axes de coordonnées du segment de droite 


F4 LIRE 
ER Le 


compris entre les axes de coordonnées. 

1728. Calculer les moments statiques d’un rectangle de 
côtés a et b par rapport à ses côtés. 

1729. Calculer les moments statiques par rapport aux 
axes OX et OY et les coordonnées du centre de gravité du 
triangle limité par les droites zx + y = a, x = 0 et y = 0. 

1730. Calculer les moments statiques par rapport aux 
axes OX et OY et les coordonnées du centre de gravité de 
l'arc d’astroiïde 

x°/3 + y°/3 — a°/3 
situé dans le premier quart de plan. 
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1731. Calculer le moment statique de la circonférence 
r — 2a sin 
par rapport à l’axe polaire. 


1732. Calculer les coordonnées du centre de gravité de 
l'arc de chaînette 


T 
y=ach — 


compris entre les points d'abscisses z — —a et x — a. 
1733. Déterminer le centre de gravité d’un arc de cercle 
de rayon a et d'angle au centre 2a. 
1734. Déterminer les coordonnées du centre de gravité 
d'un arc de la cycloïde 


z—=a(t—sint), y —=a(1— cost). 
1735. Calculer les coordonnées du centre de gravité de 
a figure limitée par l’ellipse _ + L — { et les axes 


de coordonnées (zx > 0, y > 0). 
1736. Calculer les coordonnées du centre de gravité de 
la figure limitée par les courbes 


y=r, y=Vz. 


1737. Calculer les coordonnées du centre de gravité de 
la figure limitée par le premier arc de cycloïde 


= a(t—sint), y = a (1 — cost) 


et l’axe OX. 

1738**. Calculer les coordonnées du centre de gravité 
de la demi-sphère de rayon a et de centre à l’origine des 
coordonnées et située au-dessus du plan XOY. 

1739**. Calculer le centre de gravité d’un cône circulai- 
re droit homogène de rayon de base r et de hauteur k. 

1740**. Calculer le centre de gravité d’une demi-boule 
homogène de rayon a, de centre à l’origine des coordonnées 
et située au-dessus du plan XOY. 

1741. Calculer le moment d'inertie d’une circonférence 
de rayon a par rapport à son diamètre. 

1742. Calculer Jes moments d'inertie d’un rectangle de 
côtés a et b. par rapport à ses côtés. 
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1743. Calculer le moment d'inertie d’un segment para- 
bolique droit de base 2b et de hauteur À par rapport à son 
axe de symétrie. 


1744. Calculer les moments d'inertie de l’ellipse UE 
a3 


+ 2 — 1 par rapport à ses axes principaux. 


1745**, Calculer le moment d'inertie polaire d’une cou- 
ronne circulaire de rayons R;, et /è: (Ri << R:), c'est-à-dire 
le moment d'inertie par rapport à l'axe qui passe par le 
centre de la couronne et qui est perpendiculaire à son plan. 

1746**. Calculer le moment d'inertie d’un cône circulai- 
re droit homogène de rayon R et de hauteur À par rapport 
à son axe. 

1747**. Calculer le moment d'inertie d’une boule homo- 
gène de rayon a et de masse M par rapport à son diamètre. 

1748. Calculer la surface et le volume du tore engendré 
par la rotation d’un cercle de rayon a autour d'un axe 
situé dans son plan et se trouvant à la distance b de son 
centre (b >> a). 

1749. a) Définir la position du centre de gravité de 
l'arc d’astroïde z°/3 + y*/3 — a*/3 situé dans le premier 
quart de plan. 

b) Déterminer le centre de gravité d’une figure limitée 
par les courbes y* = 2pxz et z° = 2py. 

1750**. a) Définir le centre de gravité d’un demi-cercle 
en utilisant le théorème de Guldin. 

b) Démontrer, en s’aidant du théorème de Guldin, que 
le centre de gravité d’un triangle se trouve à un tiers de la 
hauteur. 


$ 12. Application des intégrales définies 
à la résolution de problèmes de physique 
419. Chemin parcouru par un posa Si un point 
se déplace sur une courbe et si la valeur absolue de sa vitesse v = f (1) 


est une fonction donnée du temps #, le chemin parcouru par ce point 
pendant l'intervalle de temps [4;, {2} est alors égal à 


{a 
s= | f(t)dt. 


Exemple 1. La vitesse d'un point est égale à 
v — 0,1 { m/s. 
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Calculer le chemin s parcouru par le point depuis le début du mouve- 
ment pendant le temps T — 10 s. Calculer la vitesse moyenne du 
mouvement pendant cet intervalle de temps. 


Solution. On a 
10 


4 1 
= | 0,163 dt = 0,1 — 
Ô 
0 


0 


0 
= 250 m 
et 
S 


20. Travail d'une force. Si une force variable X — f (z) 
agit dans la direction de l’axe OX, le travail de cette force sur le segment 
[zs, z] est égal à 


a= (rés 


x1 


Exemple 2. Quel travail faut-il accomplir pour allonger 


un ressort de 6 cm si, pour une force de 1 kg, le ressort s’allonge 
de 1 cm? 


Solution. D'après la loi de Hooke, la force X kg allongeant 
le ressort de z,, est égale à X — kr, où k est un coefficient de propor- 
tionnalité. En prenant z — 0,01 met X = 1 kg, on trouve k — 100 et, 
par conséquent, X — 100 x. 

D'où le travail cherché 

0,06 


A = 100 x dr — 50 z2 [06 — 0,18 kgm. 


| 30. Energie cinétique. L'énergie cinétique d'un point 
matériel de masse m et de vitesse v est donnée par la formule 
mu? 
K = 2 . 


‘énergie cinétique d'un système de n points matériels de masses 
Mis Mo, +. Mn de Vitesse respective 1, Lo, . . ., v, est égale à 


K=Y us (1) 
i= 1 


On procède de la manière suivante pour calculer l'énergie cinétique 
d'un corps: on partage ce corps en parties élémentaires (pouvant être 
assimilées à des pere matériels), puis on additionne l’énergie cinétique 
de ces parties élémentaires et un passage à la limite donne une intégrale 
à la place de la somme ({). 


Exemple 3. Calculer l'énergie cinétique d’un cylindre circu- 
laire homogène de densité à, de rayon de la base R et de hauteur k, 


animé d’un mouvement de rotation de vitesse angulaire w autour de son 
axe. 
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Solution. Pour masse élémentaire dm on prend la masse 
d’uu cylindre creux de hauteur 4, de rayon intérieur r et d'épaisseur dr 
(fig. 60). Ou a 

dm = 2xr-hddr. 


Puisque la vitesse linéaire de la masse dm est égale à v = rw, l'énergie 
cinétique élémentaire est 


GR UT hs dr. 
D'où 
° 26R4/ 
K = rw?hô | dr TT, : 
Ü 


40. Pression d'un liquide. Pour déterminer l'intensité 
de la ‘pression d'un liquide on a recours à la loi de Pascal, d'après 
laquelle la pression d'un liquide sur une figure S immergée à la pro- 
fondeur À est égale à 

P = ;RS, 


où y est le poids spécifique du fluide liquide. 

Exemple 4. Déterminer la pression exercée sur un demi- 
cercle de rayon r immergé verticalement dans l'eau de manière que 
son diamètre coïncide avec la surface 
de l’eau (fig. 61). 

Solution. Partageons le 
demi-cercle en tranches parallèles 


Fig.. 61 


à la surface de l'eau. L’aire d'un élément (en négligeant les infiniment 
petits d'ordre supérieur) se trouvant à la distance k de la surface est 


ds = 2x dh=2 V/r?— 4h dh. 
La pression exercée sur cet élément est 
dP=yh ds=2yh V/r?—Rh? dh, 
où y est le poids spécifique de l’eau, égal à l'unité. 
D'où la pression totale 


T — 
#78, 


r 

"2. po = 2 2 __p° 2 

P=2 | hVr2—Rh dh=—(r le) is 
(1 
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1751. La vitesse d’un corps lancé verticalement vers le 
haut avec une vitesse initiale v,, en négligeant la résistance 
de l'air, est donnée par la formule 


U — Vo — gl, 


où t est le temps écoulé et g l'accélération de la force de 
pesanteur. À quelle distance de la position initiale se trouve 
le corps t s après le lancement? 

1752. La vitesse d’un corps lancé verticalement vers le 
haut avec une vitesse initiale w, en tenant compte de la 
résistance de l'air est donnée par la formule 


v=c-tg —{£t+arctg®) x 


où t est le temps écoulé, g l'accélération de la force de 
pesanteur et c une constante. Déterminer l'altitude atteinte 
par ce corps. 

1753. Un point de l’axe OX est soumis à des vibrations 
harmoniques autour de l’origine des coordonnées ; sa vitesse 
est donnée par la formule 


U = Vo COS Oé, 


où £ est le temps, v, et w sont des constantes. 

Déterminer la loi des vibrations du point si pour { = 0 
il occupe une position d’abscisse z — 0. Calculer la valeur 
moyénne de la grandeur absolue de la vitesse du point 
pendant une période. 

1754. La vitesse de déplacement d’un point est v — 
— Lte”0:01{ m/s. Calculer l’espace parcouru par ce point 
à partir du début du mouvement jusqu’à l'arrêt complet. 

1755. Une fusée s'élève verticalement vers le haut. En 
admettant que pour une poussée constante de la fusée l’ac- 
célération de la fusée croît, par suite de la diminution de 


son poids, d’après la loi ÿj = (a —bt>=>0), on 


demande de calculer la vitesse à un instant { quelconque 
sachant que sa vitesse initiale est égale à zéro. Calculer aussi 
l'altitude atteinte par la fusée à l'instant £ = f.. 

1756*. Calculer le travail qu'il faut effectuer pour pom- 
per l’eau d’une cuve circulaire verticale de rayon de base 
R et de hauteur F. 

1757. Calculer le travail nécessaire pour pomper l’eau 
d'un récipient conique dont le sommet est tourné vers le 
bas, de rayon de base À et de hauteur F. 
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1758. Calculer le travail nécessaire pour pomper l’eau 
d’une chaudière demi-sphérique de rayon R — 10 m. 

1759. Calculer le travail nécessaire pour pomper l'huile 
d’une citerne ayant la forme d’un cylindre d’axe horizontal, 
par une ouverture se trouvant à la partie supérieure, le 
poids spécifique de l'huile étant y, la longueur de la citerne 
H et le rayon de la base À. 

1760**. Calculer le travail nécessaire pour élever un 
corps de masse m à l'altitude À au-dessus de la surface de 
la Terre de rayon R. Calculer le travail lorsque le corps est 
éloigné jusqu’à l'infini. 

1761**. Deux charges électriques es — 100 CGSE et 
e, = 200 CGSE se trouvent sur l'axe OX et coïncident res- 
pectivement avec les points x, = 0 et x; = 1 cm. Calculer le 
travail qu'il faut accomplir si la seconde charge est déplacée 
jusqu’au point x: — 10 cm. 

1762**. Un cylindre muni d’un piston mobile de diamè- 
tre D — 20 cm et de longueur ! = 80 cm est rempli de 
vapeur se trouvant sous la pression p — 10 kg/cm*. Calculer 
le travail qu'il faut accomplir pour que, à température 
constante (processus isothermique), le volume de la vapeur 
diminue de moitié. 

1763**. Calculer le travail effectué par la dilatation adi- 
abatique d’une quantité d’air passant du volume initial 

Vo = 1 m* et de pression p, = 1 kg/cm° 
LP au volume V, — 10 mi. 

1764**. Un arbre vertical de poids 
P et de rayon a est posé sur une crapau- 
dine AB (fig. 62). La force de frottement 
de la superficie © relativement petite 
de”la”base de l'arbre en contact avec 
Z; le support est égale à F = upo, où p — 

— const est la pression de l'arbre sur le 

Fig. 62 support rapportée à l'unité de surface, 

u le coefficient de frottement. Calculer 

le travail de la force de frottement correspondant à un tour 
de l'arbre. : 

1765**. Calculer l'énergie cinétique d’un disque de 
masse M et de rayon À müû d’un mouvement de rotation 
de vitesse angulaire w autour de l’axe qui passe par le 
centre et qui est perpendiculaire à son plan. 

1766. Calculer l'énergie cinétique d’un cône circulaire 
droit de masse M se trouvant en mouvement de rotation 
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à la vitesse angulaire © autour de son axe si le rayon de la 
base est R et la hauteur H. 

1767*. Quel est le travail exigé pour arrêter une boule 
métallique de rayon À — 2m mue d'un mouvement de 
rotation de vitesse angulaire © — 1000 t/mn autour de son 
diamètre? (Le poids spécifique du fer est y — 7,8 g/cmÿ). 

1768. Un triangle vertical de base b et de hauteur À est 
immergé dans l’eau de manière que son sommet soit en bas 
et que sa base coïncide avec la surface de l’eau. Déterminer 
la pression de l’eau. 

1769. Une digue verticale a la forme d’un trapèze. Cal- 
culer la pression exercée par l’eau sur la digue sachant que 
la base supérieure de cette digue est a = 70 m, la base infé- 
rieure b — 50 m et la hauteur k — 20 m. 

1770. Calculer la pression d’un fluide de poids spécifique 
y exercée sur une ellipse verticale d’axes 2a et 2b dont le 
centre est immergé dans ce fluide et se trouve au niveau h; 
en outre, le grand axe 2a est parallèle au niveau de la sur- 
face (hk > b). 

1771. Calculer la pression exercée par l’eau sur un cône 
circulaire vertical de rayon de base R et de hauteur H 
immergé dans l’eau de manière que le sommet soit dirigé 
vers le bas et que la base soit parallèle à la surface de l’eau. 


Problèmes variés 


1772. Calculer la masse d’une tige de longueur ! — 
— {00 cm si la densité linéaire de la tige à la distance x cm 
de l’une de ses extrémités est égale à 


ô — 2 + 0,001 r° g/cm. 


1773. D'après des données empiriques, la chaleur spéci- 
fique de l’eau se trouvant à la température t °C (0<1< 
< 100°) est égale à 


C = 0,9983 — 5,184 10752 + 6,912 -10 77. 


Quelle quantité de chaleur faut-il employer pour élever la 
température d’un gramme d’eau de 0 °C à 100 °C? 

1774. Le vent exerce une pression uniforme de pG/cm° 
sur une porte de largeur b cm et de hauteur À cm. Déter- 
miner le moment des forces de pression du vent qui ferait 
tourner la porte sur ses charnières. 
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1775. Déterminer la force d'attraction qu’exerce une tige 
matérielle de longueur / et de masse M sur un point maté- 
riel de masse m se trouvant sur une même droite avec la 
tige et à la distance a de l’une de ses extrémités. 

1776**. Lors de l'écoulement laminaire permanent (à jet) 
d'un fluide dans un tuyau de section circulaire de rayon a 
la vitesse d'écoulement v au point distant de r de l’axe du 
tuyau est donnée par la formule 

P_(o r2 
Du (O —7 ) 
où p est la différence de pression du fluide aux extrémités 
du tuyau, u le coefficient de viscosité, Z la longueur du 
tuyau. Déterminer le débit du liquide, c'est-à-dire la quan- 
tité Q du fluide écoulé par une section transversale du tuyau 
pendant l'unité de temps. 

1777*. Les conditions sont les mêmes que dans l'exercice 
no 1776, mais le tuyau est à section rectangulaire, la base 
a est très grande par rapport à la hauteur 2b. Dans ce cas, 
la vitesse d'écoulement v au point M (x, y) est donnée par 
la formule 


P_rpe 2 
Déterminer l'écoulement Q du liquide. 

1778**. Pour l'étude des propriétés dynamiques d’une 
automobile, on a fréquemment recours à un diagramme d’un 
type spécial : on porte sur l’axe des abscisses la vitesse v 
et sur l’axe des ordonnées des grandeurs égales à l'inverse 
de l’accélération a. Démontrer que l'aire S limitée par un 
arc de ce graphique, les deux droites v — v, et v = v, et 
l'axe des abscisses est numériquement égale au temps néces- 
saire pour que la vitesse de l’automobile passe de w à 
(temps de démarrage). 

1779. Une poutre horizontale de longueur / se trouve en 
équilibre sous l’action d’une charge verticale dirigée vers le 
bas uniformément répartie sur toute la longueur de la poutre 
Q 
2 
verticalement vers le haut. Déterminer le moment de flexion 
M, de la section transversale d’abscisse zx, c’est-à-dire le 
moment par rapport au point P d’abscisse x, de toutes les 
forces agissant sur la partie AP de la poutre. 


et des réactions aux appuis À et B (4 — B = | dirigées 
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1780. Une poutre horizontale de longueur / se trouve en 
équilibre sous l'action des réactions aux appuis À et B et 
d’une charge répartie sur toute la longueur de la poutre 
d'intensité q = kz, où x est la distance comptée à partir de 
l'extrémité gauche de la poutre, À un coefficient constant. 
Déterminer le moment de flexion M, à la section x. 


Nota. On appelle intensité d’une distribution de charge la 
charge (la force) par unité de longueur. 


1781*. Déterminer la quantité de chaleur engendrée dans 


un conducteur de résistance À par un courant alternatif 
sinusoïdal 


1= IQ sin (1) 
pendant le temps T7. 


CHAPITRE VI 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


$ 1. Notions fondamentales 


10. Notion de fonction de plusieurs va- 
riables. Ondit que la grandeur variable z est une fonction uniforme 
des deux variables x, y, si pour chaque ensemble de valeurs (zx, y) 
du domaine donné il correspond une valeur unique déterminée pour z. 
Les variables x, y s'appellent variables indépendantes. La dépendance 
fonctionnelle est notée comme suit: 


2 = f(x, y). 
On définit de manière analogue les fonctions de trois variables et plus. 


Exemple 1. Exprimer le volume V d’un cône en fonction de 
sa génératrice z et du rayon de sa base y. 


Solution. On sait de la géométrie que le volume du cône 
est 


V = _ xy"h, 
où k est la hauteur du cône. Mais h— Vz7®—Yy©. Par conséquent, 
V= _ ay? V/r?—y2. 


C'est là la dépendance fonctionnelle que l’on cherchait. 

La valeur de la fonction z = f (x, y) au point P (a, b), c'est-à-dire 
pour z = a et y — b, est notée f (a, b) ou f (P). La représentation 
géométrique d’une fonction z = f (x, y) dans un système de courdon- 
nées rectangulaires X, Ÿ, Z est en général une surface (fig. 63). 


Exemple 2. Calculer f (2, —3) et f (1,2) sif (x, y) = “im oi : 


2ty 
Solution. En substituant z = 2 et y = —3, on trouve 
2®+(—3} 13 
D NN 
1G 9-53 12° 


1-+ _ | 2 L y? 
qe ne FE. 
L 
c'est-à-dire / (1, 1) — f(x, y). 
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20 Domaine d'existence d'une fonction. 
On entend par domaine d'existence (ou de définition) d'une fonction 
z = f (x, y) l'ensemble des points (x, y) du plan XOY en lesquels la 
fonction donnée est définie (c’est-à-dire prend des valeurs réelles 
définies). Dans les cas simples, le domaine d'existence d’une fonction 
est une partie finie ou infinie du plan des coordonnées XOY limitée 
par une ou plusieurs courbes (frontière du domaine). 


Fig. 63 Fig. 64 


De même, pour les fonctions de trois variables u = f (x, y, =) 
le domaine d'existence sera un domaine de l'espace OXY2Z. 


Exemple 3. Déterminer le domaine d'existence de la fonc- 
tion 


1 
E Va z— y ‘ 


Solution. La fonction possède des valeurs réelles si 
&— 23 — y > 0 ou si r? + y° < 4. Les points intérieurs à la circon- 
férence de rayon 2 et de centre à l’origine des coordonnées satisfont 
à la dernière inégalité. Le domaine d'existence de la fonction est donc 
l'intérieur du cercle (fig. 64). : 

Exemple 4. Déterminer le domaine d'existence de la 
fonction 


= <æœ 
: = arcsin T + V' zy. 


Solution. Le premier terme de la fonction est défini pour 

z 
Â1< 3 
valeurs réelles si zy > 0, c'est-à-dire dans les deux cas suivants: 
pour Eds ou pour f z<0, Le domaine d'existence de cette 


< 1 ou pour —2 < x < 2. Le second terme possède des 


pe  : \y = : 
fonction est représenté sur la figure 65, il contient la frontière du 
domaine. 


30, Ligneset surfaces de niveau d'une fonc- 
tion. On appelle ligne du niveau d'une fonction 2 —f(r, y) la courbe 
f(z, y) = C du plan XOY sur laquelle la fonction prend une mème 
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valeur : = C (d'ordinaire on indique sur les figures la valeur de la 
constante). 

On appelle surface de niveau d'une fonction de trois variables 
u = f(x, y, :) la surface f (x, y, =) — C sur laquelle la fonction 
prend une valeur constante u = C. 


Fig. 65 Fig. 66 


Exemp le 5. Construire la ligne de niveau de la fonction 
2 = Ty. 

Solution. L'équation de la ligne de niveau est de la forme 
z?y = C ou y En faisant C = 0, +1, +2, ..., on obtient 


la famille des lignes de niveau (fig. 66). 


1782. Exprimer le volume V d’une pyramide régulière 
carrée en fonction de sa hauteur x et de son arête latérale y. 

1783. Exprimer la surface latérale S d’une pyramide 
régulière hexagonale tronquée en fonction des côtés x et y 
des bases et de sa hauteur z. 


1784. Calculer f (+, 8), f(1, —1) si 


fG y)=2y+—. 
 . 
* f(z, 9): 


4785. Calculer f(y,2), f(—z, —y), 1(+, +) 
si f(x, y)=— rs 
1786. Calculer les valeurs prises par la fonction 


fG, y)=1+z—y 
sur la parabole y— zx° et tracer le graphique de la fonction 
F(x)=f(x, ©). 


1787. Calculer les valeurs de la fonction 


Di Dry + yi 


dE 1—272— y? 


pour les points de la circonférence 2° + y° — R*°. 
1788 *. Déterminer la fonction f(x)si 


(2) VE 4 >0) 


TZ 
1789*. Déterminer la fonction f(x, y) si 
F4 y, z—y)=2y +. 


1790 *. Soit z=YWy+f(Vz—1). Déterminer les fonc- 
tions f et z si z—zx pour y= li. 

1791 **. Soit z = zxf (=) . Déterminer la fonction f et 
z si z—V1+y pour z=1. 


1792. Déterminer et représenter les domaines d'existence 
des fonctions suivantes : 


a) z=Vi—r—#; i) = Vysinz; 

b)2=1+V (y);  j) :=In(# +); 

c) z=Iin(z+y); k) 2 = arctg Er 3 

d) 2= x +arccos y; D) = 
T—— à: 1 

ce) z=V1—2+V1—-y"; m) VE : 

f) z = arcsin + ; n) 2= + ++; 


g)2=Vr—-4+VA—Y; 0) :=Vsin (+ y). 
h) 2=V(r+y— a?) (247 — 2% y} (a > 0); 


1793. Déterminer les domaines d'existence des fonctions 
suivantes de trois variables : 
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a)u=Vr+Vy+Vz: 

b) u = In (xyz) ; 

c) u = arcsin x + arCsin y+arcsinz; 
d\u=V1—2—y—2. 


1794. Construire les lignes de niveau des fonctions don- 
nées et expliquer le caractère des surfaces représentatives de 
ces fonctions: 


a) z—27+y; d) z=V'xy; g) c=—+ ; 


b)z=z+y; ce) z=({+zt-y); oh) 2=—+ ; 


Ch 221; f)z—1—]2z|—-|yl; i) 2=-— 


1795. Déterminer les lignes de niveau des fonctions sui- 
vantes : 


a) z=In(2°+ y); d) z=f(y—ax); 


b) z= arcsin xy ; e) z— (+) à 
c) 2=f (VE +) ; 


1796. Déterminer les surfaces de niveau des fonctions de 
trois variables: 


a)u=rz+y+z, 
bju=2r +yÿ +, 
Cu—=2 + y — À. 


$ 2. Continuité 


40, Limite d'une fonction. Le nombre À est appelé 
limite de La fonction z = f (x, y), le point P’ (x, y) tendant vers le 
point P (a, b) si, pour chaque € => 0, il existe un nombre Ô > 0 tel 


que pour 0<p < Ô où p = V{(xz — a)? + (y — b}° est la distance 
entre les points P et P’, l'inégalité 


If, y —AI<e 
est vérifice. 


206 


Dans ce cas, on écrit: 
lim f(x, y) = À. 


à->a 
y—b 


20. Continuité et points de discontinuité. 
+ La fonction =: = f (x, y) est dite continue au point P (a, bL), si 


Jim f(x, y)=f (a, b). 
72 


Une fonction continue en chaque point d’un domaine est dite 
continue dans ce domaine. 

Les conditions de continuité pour une fonction f (x, y) peuvent 
ne pas être vérifiées aussi bien en des points isolés (points de disconti- 
nuité isolés) qu’en des points formant une ou plusieurs courbes (courbe 
de discontinuité) et parfois en des points de figures géométriques plus 
compliquées. 


E xemple 1. Trouver les points de discontinuité de la fonction 
zy +1 


y 


D mm 
æ — 


Solution. La fonction n'est pas Le lorsque le dénomi- 
nateur s’annule. Or x? — y = 0 ou y = :* est l’ eee d'une para- 
bole. Par conséquent, pour la fonction donnée, la parabole y = z° 
est une courbe de discontinuité. 


1797*. Trouver les limites des fonctions suivantes : 


: e si + de. sin ALES : L 
a) unie + y )sin — ; c) lim e) Er 
y—0 ÿ2 y—+0 
zty. y nent 
Dim  Olm(i+é) nine 
y—+00 v—k 20 


1798. Etudier la continuité de la fonction 


1—2— y pour = ty <1 
TEE A et. 
(® pour r°+y>1. 


1799. Déterminer les points de discontinuité des fonc- 
tions suivantes : 


a) z=Inÿ +; c) = — à 


1. 1 
b) 2 GE ? cd) Zz = COS y 
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1800.* Montrer que la fonction 


2x 2 
| ET pour 2° +y°#0, 


0 pour z=y=0, 
est continue séparément par rapport à chacune des variables 


x et y mais n’est pas continue au point (0, 0) par rapport 
à l’ensemble de ces variables. 


$ 3. Dérivées partielles 


. 1°. Définition des dérivées partielles. 
Si z = f (x, y), alors en supposant, par exemple, y constant on trouve 
la dérivée 

0z __,.. f(z-+ Az, y)—f(x, y) 
— Jim EE — 


Frs a = fx (x, y) 


que l’on appelle dérivée partielle de la fonction z par rapport à la varia- 
ble z. On définit et on note la dérivée partielle de la fonction z par 
rapport à la variable y d'une manière analogue. Il est évident que pour 
trouver les dérivées partielles on peut user des formules ordinaires 
de dérivation. 


E xemple 1. Calculer les dérivées partielles de la fonction 
E 4 
2 = In t — 
8 ÿ 


Solution. En considérant y comme une grandeur constante, 
on a 


0z _ 1 1 1. 2 
ôz z TO Y  … 
tg — cos — Sin — 
8 y y d y 
De même, en considérant z constant, on trouve 
0z _ 1 1 ( Zz | … 2x. 
dY 4, ZT +7 y) | 
tg — cos“ — # Sin — 
8 y y è y 


Exemple 2. Calculer les dérivées partielles de la fonction 
de trois variables 
u = y2z + 2r — 3y+ z+ 5. 
Solution. 


Ou 3 
Oz z2y?z +2, 


ou 
ou 
—— 7312 , 
re zSy? +1 
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20. Théorème d'Euler. On dit que la fonction f (x, y) 
est une fonction homogène de degré n si pour tout nombre réel # l'égalité 
f (kz, ky) = Knf (x, y) 


est vérifiée. Une fonction rationnelle sera homogène si tous ses termes 
sont du même degré. 

Une fonction homogène dérivable de degré n satisfait à la relation 
(théorème d'Euler) 


fi, (es y) + vf, (æ, y) — nf (x, y). 
Calculer les dérivées partielles des fonctions : 


1801. 3 — 2° + y° — Sazy. 1808. z — x”. 
| Pen sin À 
1802. =. 1809. z—e 
1803. z= À. 1810. 2 = aresin}/ ET. 
1804. z—V 1° — y. ou 
> 1811. :=Insin —. 
1805. ET Vu 
OR 1812. u —(xy):. 
1806. z—In(x-+ V z°-+ y°). 1813. u = x. 


1807. z— arctg +. 


1814. Calculer f, (2, 1) et f, (2, 1) si f (x, y) — V'av+ —. 
1815. Calculer (1, 2, O0), f, (1, 2, 0). f:(1, 2, O). 


si 


f(x: y, 5) = In (xy +2). 


Vérifier sur les exemples n° 1816-1819 le théorème 
d’Eulcr relatif aux fonctions homogènes. 


1816. f(x, y) = Az° + 2Bzry + Cy°. 
1817. 2 —= _ n 


HE à 
1818. f(x, = 
y T “dl 
1819. f(x, y) = In — ms 
É) 


1820. Calculer = (=) , Où r=YVr+y+2. 
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1821. Calculer si x=rcosp et y—=rsin. 


1822. Montrer que r © L+y Te 2 9 si 
Me rois 


1823. Montrer que ri = + y = +3 si 


1] 
al Ter. 


1824. Montrer que = _ nn n +2  — 0 si 
did 
1825. Montrer que SL +- Te + Le ES 


U —= 


1826. Déterminer :—2(x, y) si 
03 _ x 
RE ETS 
1827. Déterminer 3:—=2(x, y) sachant que 


0z __æ z® + y* 
dr x 


1828. On fait passer par le point M (1, 2, 6) de la sur- 
face z = 2r° + y* des plans parallèles aux plans de coordon- 
nées XOZ et YOZ. Déterminer les angles formés avec les 
axes de coordonnées et les tangentes aux sections obtenues 
en leur point commun M. 

1829. L'aire d’un trapèze de bases a, b et de hauteur À 
est égale à S — _ (a + b) h. Calculer 2 : = : es en 
s'’aidant de la figure, expliquer leur sens géométrique. 

1830*. Montrer que la fonction 


et z(xz,y)=siny pour z=—f. 


ZY ne y? 
CE EURE 
O0 si z—=y—0 
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possède des dérivées partielles f; (x, y) et f, (x, y) au point 
(0, 0), bien que cette fonction soit discontinue en ce point. 
Construire la fonction au voisinage du point (0, O). 


$ 4. Différentielle totale d’une fonction 


40. Accroissement total d'une fonction. 
L'accroissement total d’une fonction z-= f (x, y) est la différence 


Az = Af (z, y)=f(x+ Az, y + Ay) — f(x, y). 


20. Différentielle totale d’une fonction. 
La différentielle totale d'une fonction = = f (x, y) est, par définition, 
la partie principale de l'accroissement total A: linéaire par rapport 
aux accroissements Az et Ay des variables. 

La différence entre l'accroissement total ct Ia différentielle 
totale d’une fonction est un infiniment petit d'ordre supérieur par 
rapport à p= V/Azr* + Ayi. 

A priori, une fonction possède une différentielle totale dans le cas 
où ses dérivées partielles sont continues. Si une fonction possède 
une différentielle totale, elle est dite différentiable. Les différentielles 
des variables indépendantes coïncident avec leur accroissement, c’est-à- 
dire dr — Az et dy — Ay. La différentielle totale de la fonction 
z—= f(x, y) se calcule d’après la formule 


oz 
0x 


ds Ge + dr. 


De même, la difiérentielle totale d’une fonction de trois variables 
u —= f(x, y, z) se calcule d’après la formule 


ou du du 
du—— dx + Pur dz. 
Exemple 1. Trouver l’accroissement total et la différentielle 
totale de la fonction 
fa y) = + zy — y. 


Solution. f(x+Ar, y+4y)=(r+ Az) + (+ Az) (y + Ay) — 
—(y+Ay}; Af(x, y)=[(z+ 47) +(z+ Az) (y + Ay) — (y + Ay}? — 
— (2 +zy— y") = 2x. Az + Ar? + x.Ay + y Az + Az-Ay —2y-Ay+Ay? = 
= [(2x + y) Az + (x —2y) Ay]+ (Az? + Az-Ay — Ay?). 


Ici, l'expression df = (2x + y) Az + (x — 2y) Ay est la différentielle 
totale de la fonction; quant à (Az? + Az-Ay — Ay®), c'est un infini- 


ment petit d'ordre supérieur par rapport à V/ Az? + Ay:. 
Exemple 2. Trouver la différentielle totale de la fonction 


z2=— V2? + y2. 
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D _ 5, du 
Va 0 Vais 
z y z dr + y dy 
= ——_—_— Îr + — Y=— > 
Va+ Va+ Vz+y3 


30. Application de la différentielle tota- 
le au calcul approché. Pour des | Az |et | Ay | suffisam- 
ment petits et par suite pour P = VA + Ay° suffisamment petit, 
pour une fonction différentiable : — f (r, y), l'égalité approchée 
Az = dz a lieu, ou 


Solution. 


dz 


9z oz 
Az I de hope 


E xemple 3. La hauteur d'un cône est 4 = 30 cm, le rayon 
de sa base cest À — 10 cm. Etudier la variation du volume du cône 
si on augmente # de 3 mm et on diminue R de 1 mm. ° 


Solution. Le volume du cône est V — SAR. Remplaçons 
la variation du volume approximativement par sa différentielle 


AV = dV = À s (2RH 4R+ R° 4H) = 
= x (—2:10-30.0,1 + 400-0,3) = —10x & — 31,4 cms. 


E xemple 4. Calculer approximativement 1,02%°0!, 
Solution. Considérons la fonction : = zv. Le nombre cherché- 
peu être considéré comme la valeur accrue de cette fonction à partir 
e z—=1, y = 3, Az = 0,02, Ay = 0,01. La valeur initiale de la 
fonction est = 1% = 1, 


Az & d2 = yzV-1Az + 2V In zAy = 3:1-0,02 + 1: In 1-0,01 — 0,06. 
Par conséquent, 1,02%01 & 1 + 0,06 = 1,06. 
1831. Déterminer l'accroissement total et la différen- 


tielle totale au point (1, 2) de la fonction f (x, y) = x*y; 
comparez-les si 


a) Az = 1, Ay = 2; b) Az = 0,1, Ay = 0,2. 


1832. Montrer que pour les fonctions u et v de plusieurs 
variables (par exemple, de deux) les règles usuelles de dif- 
férentiations sont vraies: 


a) d(u + v) = du + dv; b) d (uv) = u dv + v du; 


c) d (2) D 2e, 
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Calculer les différentielles totales des fonctions suivantes : 


1833. z— 29 + y5 — 3zy. 
1834. 2 = 2°". 

1835. 2= Lg 

1836. z — sin? x + cos° y. 
1837. z2— yx". 

1838. :— In (r° + y*). 


E 4 
1839. f(x, y)=In (1 +2). 
1840. = arctg Ÿ—+arctg dr 
1841. z=Intg +. 


1842. Calculer df (1,1), si f(x, = Tr. 
1843. u = zyz. 

1844. u= V 2° +y? +. 

1845. u — (zy+<)". 


Zi 


1846. u = arctg = 


1847. Calculer df(3, 4, 5), si f(x, y, 2) = ——. 

A ), si f(x, y, 2) V5 

1848. L'un des côtés d’un rectangle est a — 10 cm, 
l’autre b — 24 cm. Etudier la variation de la diagonale 
du rectangle si le côté a s’allonge de 4 mm et le côté b se 
raccourcit de 1 mm. Calculer la grandeur approchée de la 
variation et comparer avec la valeur exacte. 

1849. Une caisse fermée de dimensions extérieures 10 cm, 
8 cm et 6 cm est faite en contre-plaqué de 2 mm d'épais- 
seur. Déterminer approximativement le volume de matériel 
utilisé pour faire la caisse. 

1850*. L’angle au centre d’un secteur circulaire est 80°. 
On désire le diminuer de 1°. De combien faut-il allonger le 
rayon du secteur pour que son aire reste inchangée si la 
longueur initiale du rayon était de 20 cm? 

1851. Calculer approximativement : 

a) (1,02) -(0,97) ; b) ÿ (4,05}° + (2,93): ; 

c) sin 32°-cos 59° (pour la convertion des degrés en 
radians et pour le calcul de sin 60° prendre trois chiffres 
après la virgule; arrondir le dernier chiffre). 
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1852. Montrer que l'erreur relative d’un produit est 
approximativement égale à la somme des erreurs relatives 
des facteurs. 

1853. Lors de la mesure en un lieu d’un triangle ABC, 
on a obtenu les données suivantes : côté a — 100 m + 2 m, 
côté b — 200 m + 3 m, angle C — 60° + 1°. Avec quel degré 
de précision peut-on calculer le côté c? 

1854. La période d'oscillation 7 d’un pendule est 
donnée par la formule 


T=2/+, 


où L est la longueur du pendule et g l'accélération de la: 
force de pesanteur. Déterminer l'erreur faite pendant la déter- 
mination de 7 résultant de petites erreurs AZ = a et Ag = $ 
effectuées en mesurant / et g. 

1855. La distance entre les points Po (xzo, yo) et P (x, y) 
est égale à p et l’angle formé par le vecteur P,P et l'axe OX 
est égal à &«. De combien variera l'angle &, si le point P, 
pour P, fixe, occupe la position P; (x + dr, y + dy)? 


d 


$ 5. Dérivation des fonctions composées 


19. Cas d'une variable indépendante. Si 
z = f (z, y) est une fonction dérivable des variables z et y qui, à leur 
tour, sont des fonctions dérivables d'une variable indépendante !t 


z— pt), y = (t), 
la dérivée de la fonction composée : = f [p (t), (t)] peut être calculée 
d'après la formule 
dz __ Oz dr 9z dy (1) 
dt 0x dt dy dt” 
En particulier, si £ coïncide avec une des variables, par exemple 
avec x, alors la dérivée « totale » de la fonction = par rapport à zx est 


dz Oz 0z dy 


0 a ad: @) 
Exemple 1. Calculer T, si 


z = xHV, où zx = cost, y = (*. 
Solution. D'après la formule (1), on a 


LE ex 420.3 (— sin 1) ex +20.2.91 = e8%+2U (4 — 3 sin 1) — 
— e3 COS (45 _3sint) 
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Exemple 2. Calculer la dérivée partielle 2 ct la dérivée 


totale ee » Si 
dz 
z=e*l, où y—=p(x). 


£ ; 9z 
Solution. = eV. 


D'après la formule (2), on trouve 


£ = yeXU + zeXVp" (x). 


20. Cas de plusieurs variables indépen- 
dantes. Si z est une fonction composée de plusieurs variables 
indépendantes, par exemple z2—#f(z, y) où z—{u, v), 
y = Ÿ (u, v) (u et v sont des variables indépendantes), alors les déri- 
vées partielles de z par rapport à uw et v s'expriment de la manière 
suivante 


Oz _ Oz Or , Oz dy 


& ad oo (S) 
et 
de _ ds dr | à ôy 4) 
dv Or ôv y dv” 
Dans tous les cas considérés, la formule 
oz oz 


est vraie (propriété d'invariance de la différentielle totale). 


oz 9z . 
Exemple 3. Calculer —— et —— si 


z = f(x, y)où x = Wu, = —. 
Solution. En appliquant les formules (3) et (4), on trouve 
Hnpes Dot te D + 
et 
fr (2, y)u—f;, (x, y) —. 
Exemple 4. Montrer dé la fonction = = op (r° + y*) vérifie 


l'équation 


02 02 
mms ne — =, 
ÿ GE ji 
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Solution. La fonction q dépend de x et y par l'intermédiaire 
de la variable intermédiaire z*° + y? = t?, donc 


ed er +2 


ct 
0z  dz ôt VrR 
op à op? (+2. 


En substituant les dérivées partielles dans le premier membre de 
l'équation, on a 


02 0z 
——— 2 ——=yyp" (rx? 2 — 20 (22 L 2) 2y — 
Cr PART (2° + y°) 2x — 2" (22 + 2°) 2y 


= 22y p' (2° + y?) — 2zy pr + 77) = 0, 


c’est-à-dire la fonction : vérifie l'équation donnée. 


1856. Calculer + si 


1857. Calculer = : 


u=Insin 7. où z = 3l", y=VE+1. 
1858. Calculer _ si 

u—zxzyz, Où z—1°+1, y—Int, z=tgt. 
1859. Calculer © si 


2 . 
u=—, où xz—=Recost, y=Rsint, z=H. 
VA+E dE 


1860. Calculer SE si 
L 


z=u", Où u—=sinzxz, LV —=Ccost. 
oz : 
1861. Calculer — et —— si 
OZ dr 
y : 
z = arctg 7 avec y — LT". 
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1862. Calculer = et SE. si 


z= 2x", où y—=qp(x). 
1863. Calculer I et À si 
z dy 
z=f{u,v), où u—=r —y?, v—et. 
1864. Calculer 2 et 


FA ” 
et SI 


ou "dv 
E 4 NS ° 
z = arctg ra Où T—uSINV, y —=uCOSU. 


1865. Calculer = et À si 
z dy 


z=f{u), où u=zxy +. 


1866. Montrer que si 
u=OD(x +y+z), où zx = R coscosŸ, 


y = R cos sin Ÿ, z—=Rsin, 
alors 
ou ou 
1867. Calculer _ si 


u=f(x, y, 2), où y=œp(x), z=% (x, y). 
1868. Montrer que si 
z= f(z+ay), 
où f est une fonction dérivable, alors 
de, 2 
dy Oz 
1869. Montrer que la fonction 
| w = f(u, v), 
où u—zxz—+at, v—=y—+bt, satisfait à l'équation 
ow ow 0dw 


We ot ay 
1870. Montrer que la fonction 
2=y.p(r — y) 
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satisfait à l'équation 


vérifie l’équation 
9z 02 
VA rt Y ‘ay = Ty + 2. 


1872. Montrer que l'équation 
x? 
2=e"q(ye*v) 
vérifie l'équation 
0z Oz 
HE ut 98... 
(x° y ) dx + Ty 0y — TZ. 

1873. L'un des côtés d’un rectangle x — 20 m s’allonge 
à la vitesse de 5 m/s, l’autre y — 30 m se raccourcit à la 
vitesse de 4 m/s. Avec quelle vitesse le périmètre et l'aire 
du rectangle varient-ils ? 

1874. Les équations du mouvement d’un point matériel 


sont 
Ll; Ut 2= 7. 

Avec quelle vitesse augmente la distance d’un point à l’ori- 
gine des coordonnées? | 

1875. Deux bateaux appareillent simultanément du point 
A en se dirigeant l’un vers le nord, l’autre vers le nord- 
est. Les vitesses de déplacement des bateaux sont 20 km/h 
et'40 km/h. Avec quelle vitesse la distance qui les sépare 
croît-elle ? 


$S 6. Dérivée dans une direction donnée 
et gradient d’une fonction 


149. Dérivée d'une fonction dans une direc- 
tion donnée. La dérivée d'une fonction : = f(x, y) dans la 


=ù > 
direction donnée l = PP, est 


02 _ |. f (Ps) — f (P) 
ot ra P;P L 
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où f (P) et f (P:) sont les valeurs de la fonction aux points P et P.. 
Si z est une fonction différentiable, on a la formule 


ôz Oz 9z . 
2 do S1D &, (1) 


où a est l'angle formé par le vecteur T'et l'axe OX (fig. 67). 


De même, on définit la dérivée dans une direction donnée ! d’une 
fonction de trois variables u = f (x, y, 2). 
Dans ce cas y Pa; 4) 
Ou du 
ôl dx 
où a, f, y sont les angles formés par la 
direction Z et les axes de coordonnées res- 
pectifs. La dérivée dans une direction 


donnée caractérise la vitesse de variation | 

de cette fonction dans cette direction. Fig. 67 
Exemple 1. Calculer la dérivée 

de la fonction z — 21? — 3y? dans une direction formant 

avec l'axe OX un angle de 120° et issue du point P (1, O).. 
Solution. Calculons les dérivées partielles de la fonction 

donnée au point P: 


cos a +2 cos p+-S cos y (2) 


9z oz 
he LE PRET 
= 47; (5), 4: 


9z 0z 

= (+) —0, 

0y : dy}JP 
Ici 


cos & = cos 120° — — 


sin &=sin 120 = —— | 


En appliquant la formule (1), on trouve 


Lo signe moins montre que la fonction au point donné et dans la 
direction donnée décroît. 

20. Gradient d'une fonction. On appelle gradient 
d'une fonction = = f(x, y) le vecteur dont les projections sur les axes 
de coordonnées sont les dérivées partielles correspondantes de la fonc- 
tion donnée 

+, 0 
grad z — LS + ï. 


x ; (3) 
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La dérivée d’une fonction dans la direction L est liée au gradient de 
cette fonction par la formule suivante: 


= ro). grad 
ôl — p J-+ 8ra Z;, 


c'est-à-dire que, dans la direction donnée, elle est égale à la projection 
du gradient sur la direction de dérivation. | 

Le gradient d'une fonction est en chaque point dirigé suivant 
la normale à la ligne de niveau correspondante. La direction du gra- 
dient d’une fonction en un point donné est la 
direction suivant laquelle la fonction a la plus 
grande vitesse de croissance en ce point, c’est-à- 


dire pour 1= grad z la dérivée £ atteint sa 
plus grande valeur, qui est égale à 


0z \2 0z \2 

(2) +() 

De même, on définit le gradient d'une fonction de trois variables 
u— f(x, y, 2): 


Ou + du +, Ou > 
ZE > 1 : A 
gradu = 4 + (4) 


Le gradient d’une fonction de trois variables est en chaque point 
dirigé suivant la normale à la surface de niveau passant par ce point. 


Exemple 2. Calculer ct construire le gradient de la fonction 
z = y au point P (1, À). 

Solution. Calculons les dérivées particlles et leurs valeurs 
au point P. 


+  — 


Par conséquent, grad = = 2i + j (fig. 68). 


1876. Calculer la dérivée de la fonction z = x° — zy — 
— 2y° au point P (1,2) dans une direction formant avec 
l'axe OX un angle de 60° et issue du point P (1,2). 

1877. Calculer la dérivée de la fonction z — 1° — 
— 22 y + zy° + À au point M (1,2) dans la direction 
joignant ce point au point W (4, 6). 

1878. Calculer la dérivée de la fonction z = In ÿ 2° + y° 
au point P (1, 1) suivant la bissectrice du premier quadrant. 
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1879. Calculer la dérivée de la fonction u = 2? — 3yz + 
+ 5 au point M (1,2, 1) dans une direction formant des 
angles égaux avec les trois axes de coordonnées. 

1880. Calculer la dérivée de la fonction u = xy + 
+ yz + zx au point M (2, 1, 3) dans la direction joignant 
ce point au point À (5,5, 15). 

1881. Calculer la dérivée de la fonction uw = In (e* + 
+ eŸ + e°) à l’origine des coordonnées et dans une direction 
formant avec les axes de coordonnées zx, y, z les angles «. 


» Ÿ- 

1882. Le point en lequel la dérivée suivant une direc- 
tion arbitraire est égale à zéro s'appelle point stationnaire 
de cette fonction. Déterminer les points stationnaires des 
fonctions suivantes : 


a) z2 = 2° + zy + y° — 4x — 2y; 

b) z = 2 + y — 3xy; 

chu = 2ÿ? + À — xy — yz + 2x. 

1883. Montrer que la dérivée de la fonction z = en 


tout point de l’ellipse 2r° + y* — C*? dans la direction de 
la normale à l’ellipse est égale à zéro. 
1884. Calculer grad z au point (2,1) si 


z = À + y — 3xy. 
1885. Calculer grad z au point (5,3), si 
= VE 


1886. Calculer grad x au point (1,2, 3) si u = zyz. 
1887. Déterminer la grandeur et la direction de grad u 
au point (2, —2, 1) si 


u=S + +. 
1888. Calculer l'angle formé par les gradients de la fonc- 
tion z —=In _ aux points À E ; 7) et B (1, 1). 
1889. Déterminer la plus grande pente de la surface 
z = x° + 4y* 
au point (2, 1,8). 
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1890. Construire le champ de vecteurs du gradient des 
fonctions suivantes: 


a) z—2z+y; c) z=2 +; 
1 


b) z—2y; D 7 —. 
ES = 
$ 7. Dérivées et différentielles d'ordres supérieurs 


10. Dérivées partielles d'ordressupérieurs. 
Les dérivées partielles du deuxième ordre de la fonction = = f (x, y) 
sont les dérivées partielles de ses dérivées partielles premières. 

Pour les dérivées du second ordre, on emploie les notations sui- 


vantes 
d 9z d?z : 
( À = 5e — fax te, y), 


UE, UE A 
0 f0z d2z 
ay Vos) oc à , etc. 
ôy (5) 0x dy fry (r, y), etc 


De même, on définit et on désigno les dérivées partielles d'ordres 


supérieurs au second. 
Si on a à calculer des dérivées partielles continues, alors le résultat 


de la dérivation successive ne dépend pas de l'ordre de dérivation. 
Exemple 1. Calculer les dérivées partielles du second ordre 


Solution. Calculons d’abord les dérivées partielles premières: 


 _  ! 
0x 2? “y zx+tyt’ 
112 — 
+5 
ee (-<)-- 
AL y° an D 3 


Calculons les dérivées secondes : 


0?z + ( y _ 2zy 
mare): 


9z _ 9 z__\ __ 2ry 

Ou? og rte) (a+ y 
_0%z _ 9 ( y ON 122 + y) —2yey T° — y 
0x0y  Ôy F5) 


HU (Hu) 


Remarquons que la dérivée partielle dite « mixte» peut être 
calculée autrement, à savoir: 


0°z sn d?z . Ô (- z 1-3 + à) — 22ez z?— y? 
Oz dy  dyôr zx 5) 2 (2° + y?}? (a+ ge) 
20. Différentielles d'ordres supérieurs. 


La différentielle du second ordre de la fonction = = f (x, y) est la dif- 
férentielle de la différentielle (du premier ordre) de cette fonction 


diz = d (d2). 
De même, on définit les différentielles d'ordres supérieurs à deux 
de la fonction = = f (x, y), par exemple: 
z — d (d°2), 
et, en général, 
dnz = d (dn-1z). 


Si z: = f(x, y), où z et y sont des variables indépendantes, la diffé- 
rentielle du second ordre de la fonction z se calcule d'après la formule 
d®z 
0x° 


e 92z dz ,, 
d°z — dx Féozon NF 4 . (1) 


En général, on a la formule symbolique 
Fe) g \n 
anz= (dr + dy) z 


qui, formellement, se développe comme le binôme de Newton. 
Si z=/f(z, y), où les variables z et y sont des fonctions d'une 
ou de plusieurs variables indépendantes, on a 


Ô?z 02z d2z 0z 02 
d?z 3x2 dr? +2 ET dr dy + Due dy" + FE dx + dy dy (2) 


Si z et y sont des variables indépendantes, alors d?z = 0, 
dy = 0 et la formule (2) coïncide identiquement avec la formule (1). 


Exemple 2. Calculer les différentielles totales du 1er et 
du 2ème ordre de la fonction 


2 = 22? — 3zy — y. 
Solution. 1tre méthode. On a 


02 92 
——. 4 — ——— 7 — —— ° 
5x = 47 3y, du 3z — 2y 


Donc 
Dei ne Ses) 
arr Sn = y) dz — (8x + 2y) dy. 


On a ensuite 


°z dz _ Oz 
Oz? Oxôy dy? 
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d'où découle que 
922 J?z 

2:=—— d 2 ——— 2— Adi? — Gdr dy — 2dy° 

d ETC x +2 —— cr dx dy + — DE dy Aid y — 2dy*. 

2ème méthode. En différentiant, on trouve 

di = 4x dr — 3 (y dx + x dy) — 2y dy — (4x — 3y) dx — 

— (37 + 2y) dy. 

En différentiant encore une fois et en tenant compte que dz et dy 
ne dépendent pas de z et y, on trouve 


dz = (4dxr — 3dy) dr — AS + 2dy) dy — 4dx° — Gdx dy — 2dy?. 


d2z dz . 
1891. Calculer =, EPFTÉ dy S1 
72 
2=cCV rt 
(4) 2 Oz …. 
1892. Calculer à 


Fe * dr oy” dy? 


z= In (2 + y). 


1893: Calculer : 


1894. Calculer 


1895. Calculer cr, " 
p 4 
r=VE+p +. 


1896. Calculer toutes les dérivées partielles du second 
ordre de la fonction 


U = Ty + y5 + 2T. 


Su : 
1897. Calculer EVE Si 


u — 22 y: 
1898. Calculer — Se si 
z = sin (xzÿ). 
1899. Calculer f:(0, 0), fxy (0, 0), fy (0, 0) si 
f(&,y)=(1+2)" (1 +7y)". 
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2z 


1900. Montrer que = 3507 — oyox S1 
. 4 T—Yy 
Z3= arcsin , 
Z 
2z 


1901. Montrer que 2 EI = ra À 
27: 


1902*. Montrer que pour la fonction 


2 — y? 
f(r y) = ay 


vérifiant la condition supplémentaire f(0,0)=0, on a 
fxu (0, 0) = —1, fyx(0, 0) = 1. 


d2z 92z d?z . 
1903. Calculer ET EFTÉ ETS S1 
2= f(u, v), 


OÙ u—2°+y", LV—=xy. 


1904. Calculer . si 


u=f(x, y; 2), où 2= (x, y). 


d?z d2z 2z . 
1905. Calculer Dre ? FTFTÉ ESA S1 


z=f{u,u), où u—=œp(zx, y), v—="%Ÿ(x, y). 
1906. Montrer que la fonction 


u = arctg _ 


satisfait à l'équation de Laplace 
2u 
aa tag 0. 

1907. Montrer que la fonction 


u= In © x 
œ 


15—0361 pu 


où r=V(x—a}) (y —b)° satisfait à l'équation de Laplace 
d°u du 
[ANT IE 
1908. Montrer que la fonction 
u (x, {) = À sin (at + @) sin Àx 
satisfait à l’équation des cordes vibrantes 
du o?u 


EE = "Or? ? 


1909. Montrer que la fonction 
{ _ (= x0)?+(4- 10)2+ (2-20)? 
U(t,y,5,l)=——e DE 
( ? y; ? ) (2aV/ nt} 

(Zo: Yo: Zo, & Sont des constantes) satisfait à l’équation de la 
transmission de la chaleur 

âu du du ou 

dE (+ + FF ALE = ) 


1910. Montrer que la fonction 
u=qp(r—at)+ÿ(x+ at), 


où p et 1 sont des fonctions deux fois dérivables, satisfait 
à l'équation des cordes vibrantes 


1911. Montrer que la fonction 


sa (+)+v(5) 
satisfait à l'équation 


De 22 : 0 


1912. Montrer que la fonction 
u=p{zy)+Vazyv (+) 
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satisfait à l'équation 
2 du a du 
O1 Ÿ y? = 0. 
1913. Montrer que la fonction z=— f{x+œ(x)] satisfait à 
l'équation 


Ôr O0rûôy 0y 0x 
1914. Déterminer u—=u(z, y) si 


du 
0r0y 0. 


1915. Déterminer la forme de la fonction u=u (x, y) si 
elle vérifie l'équation 


du 
7 0. 


1916. Calculer d°z si 
2-0. 
1917. Calculer du si À 
U — Ty. 
1918. Calculer d°z si 
z=œl{t), où t=r+7y 
1919. Calculer dz et d°z si 
z=u", où u— 
1920. Calculer d°z si 
z—={f{u,v), où u—ax, v = by. 
1921. Calculer d°z si 
z—f{u,v), où u —=zxe", v = ye*. 
1922. Calculer d°z si 
z = €* COS y. 


1923. Après avoir calculé la différentielle du troisième 
ordre de la fonction 


Z = TICOS y + ysinzx, 
déterminer toutes les dérivées partielles du 3°" ordre. 
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1924. Calculer df (1, 2) et d°f (1, 2) si 
fa y)=ùÀ + zy + y — 4lnzxz — 10 ny. 
1925. Calculer d°'f (0, 0, 0) si 
f(x, y,2) = 2 + 2ÿ° + 32 — 2xy + 4xz + 2yz. 


$ 8. Intégration des différentielles totales 


10. Condition de différentielle totale. Pour 
que l'expression P (x, y) dr + Q (x, y) dy, où les fonctions P (x, y) 
et Q (x, y) sont continues dans un domaine simplement connexe D 
ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, soit, dans le 
domaine D, la différentielle totale d'une fonction u (zx, y), il est néces- 
saire et suffisant que la condition 

20 _ 
Ôxz dy 
soit satisfaite. 
Exemple 1. Se convaincre que l'expression 


(2x + y) de + (zx + 2y) dy 


est bien une différentielle totale et déterminer cette fonction. 
Solution. Dans le cas donné P=2rz+ y, Q = x + 2y. 
Donc 
20 _2P 


= ins et, par conséquent, 


ou ou 
t— = 9 = D ———— =. En 
(2x + y) dr (x + 2y) dy = du 3x dx + où dy, 


où z est la fonction à déterminer. 
Par hypothèse, on a 254 y donc, 


= | (ay) de=2t-+ay+q (u). 


Mais, d'autre part, stp (y)=z—+2y, d'où 
p(y)=2y, (y) = + Cet 


u=+zy+y+c. 
Finalement, on a 


(2z + y)dz + (z+ 2y) dy = d(S+zy + y + C). 
20. Cas de trois variables. L’expression analogue 
Pr, y, 2) dz+Q(z y, 2) dy +R (x, y, 2) dz, 


où P (x, y, z), Q (x, y, z), R (x, y, :) sont des fonctions des varia- 
bles x, y et z continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier 
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ordre, est la différentielle totale d’une fonction w (rx, y, z) si et seule- 
ment si les conditions 
0Q _ 6P 8R _ 0Q 9P _ 4Q 
0x dy" dy  0dz2 " 07 07 
sont satisfaites. 
Exemple 2. Se convaincre que l'expression 
(323 + 3y — 1) dr + (23 + 3x) dy + (2yz + 1) dz 
est bien une différentielle totale et trouver cette fonction. 
Solution. On a ici P=31x + 37 —1, Q= + 3x, 
R = 2yz + 1. On voit que 
2Q _ 4P OR __8Q 27 4P 8R _) 


— es = , —_— 


0x dy ‘’ Oy  ëez 
et, par conséquent, 
(8z° + 3y — 1) dr + (2° + 3x) dy + (2yz +1) dz = du = 


ou du ou 
Sr PT Sy TT 
où u est la fonction à déterminer. 
On a 
0 ge 3y 1 
oz ee y ? 
par suite, 


u= | (Bet+3y— 1) de + Sy 2 +p(u 2. 


D'autre part, 


ou 0 _e 
CET 
du __dp 

as 9 VV 


CR ô -Ô e e « Q 
d'où ni =£tet = 2yr + 1. Le problème se ramène à la détermina- 


tion d’une fonction de deux variables (y, z) dont les dérivées partiel- 
les sont connues et dont la condition de différentielle totale est véri- 


fiée 
Trouvons : 


(y; 3= | 2° dy = yz° + Ÿ (2) 
FE 2 F'G)=2y: +1, 


D'(z)=1, p()=2:+0, 
c'est-à-dire œ (y, z) = yz? + z + C. Finalement, 
u= + 3zy—-z+yt+zt+c. 
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Après avoir vérifié que les expressions données ci-dessous 
sont des différentielles totales, déterminer les fonctions. 


1926. y dr + x dy. 
1927. (cos x + 3x°y) dr + (25 — y*) dy. 
1928. GE dztydy 


(z + y)° 
x +2y 2z — 1 
1929. ZE y dt er dy. 
1930. L dr — © dy. 
y y" 


1931. a — dr a ( ; 
VA Hy Ty . 


1932. Déterminer les constantes a et b de manière que 
l'expression 
(ax® + 2ry + y?) dr — (2° + 2zy + by?) dy 
(z° + y°)* 


soit la différentielle totale d’une fonction z et déterminer 
cette dernière. 
Après avoir vérifié que les expressions ci-dessous sont 
des différentielles totales, déterminer les fonctions. 
1933. (2x + y + 2) de + (x + 2y + 2) dy + 
+ (x + y + 22) dz. 
1934. (32° + 2y° + 32) dr + (4xy + 2y — 2) dy + 
+ (3x — y — 2) dz. 
1935. (2zyz — 3y°z + 8xy* + 2) dr + 
+ (2°?z — Gryz + Sr y + 1) dy + (x°y — 3xy* + 3) dz. 
1936. (5—£)d+ (+) a+ (= Le) di. 
(057, =. 
VA+RE+E 


1938*. On donne les projections d’une force sur les axes 
de coordonnées : 


X = 


Ù Àr 
GHY HE (z+-y)° ? 


où À est une constante. Déterminer le coefficient À de ma- 
nière que cette force dérive d’un potentiel. 
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1939. A quelle condition doit satisfaire la fonction f (x, y) 
pour que l'expression 


Î (x, y) (dx + dy) 


soit une différentielle totale ? 
1940. Déterminer la fonction uw si 


du = f (x, y) (y dx + x dy). 


$ 9. Dérivation des fonctions implicites 


10. Cas d'une variable indépendante. 
Si l'équation f (z, y) = 0, où f (x, y) est une fonction différentiable 
des variables x et y, définit y comme fonction de x, alors la dérivée 
de cette fonction donnée sous forme implicite avec la condition 


fu (, y) 0 est donnée par la formule 
d! , ZI, ! 
fu (7, y) 
Les dérivées d'ordres supérieurs se calculent en dérivant successi- 
vement la formule (1). ; 
y d?y . 
Exemple 1. Calculer de et Te Si 
(2? + y — 3 (2° + y?) + 1 = 0. 
Solution. Désignons le premier membre de l'équation don- 
née par f(x, y) et calculons ses dérivées partielles 
fax, y) = 38 (+ y) er — 3.27 = 6x [(2° + y°) — 1], 
fut, y) = 8 (+ p)2y — 3-2y = y [(z° + y) — 1]. 
D'où, en appliquant la formule (1), on trouve 


Gz[(r2+ yet] _ z 


fut u) GYGY —-A] y: 


Pour calculer la dérivée seconde, dérivons par rapport à x la dérivée 
première que l’on vient de trouver en tenant compte que y est fonction 
de zx: 


dy _ _ fem) | 
dx 


5 2 y—z(-Z 
rs | =)=- Ÿ de ÿ ). y + r° 


y® y® y3 


20. Cas de plusieurs variables indépen- 
dantes. De même, si l'équation F (x, y, =) = U, où F'(x, y, =) 
est une fonction différentiable par rapport aux variables zx, y et z, 
définit z comme fonction des variables indépendantes z et y et si 


F2 (z, y, :) # 0, alors les dérivées partielles de cette fonction donnée 
sous forme implicite peuvent, en général, être calculées d’après les 
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formules 


02 __ Fx(x, Vs 2) 02 _ Fu(z, UP 2) (2) 
ôz Fi(z,y,z) "  Ôÿ Fr(z, 4,2)" d 


On peut procéder de la manière suivante pour trouver les dérivées 
de la fonction z: en différentiant l'équation F (x, y, z) = 0, on trouve 


ôF oF oF 
os Pop Poe 


D'où on peut déterminer dz et, par conséquent, _ et TL 
oz 0z . 
Exemple 2. Calculer PE et y À 


D — y + 323 — y + y = 0. 


Solution. 1ère méthode. Désignons par F (x, y, z) le 
prenais membre de l'équation donnée et calculons ses dérivées par- 
tielles 


Fx(z, y, 2) = 27, Fy(z, y, 2) = —4y —2+1, 
F(z, y, 2) = 62 — y. 


En appliquant la formule (2), on a 


oz __ Fx(syz) _ 2z 

0x F2 (x, y, ©) 6—y 
0z Fy(z, ÿs 2) 14 — 4y — 2 
0y F: (z, Y 2) Gz — y ; 


2ème méthode. En différentiant la fonction donnée, on a 
2x dr — 4y dy + 6z dz — y dz — z dy + dy = (. 
D'où on détermine d:, c’est-à-dire la différentielle totale de la fonction 
implicite, 
__ 2x dr +(1—4y—2) dy 


ë y — 62 
_ ee : Oz 92 ; 
En l'identifiant à la formule ds=— Te, dy, on voit que 
9z 2x z 1—4y—2 
0Zz  y—0: dy  y—6z 


30. Système de fonctions implicites. Si un 
système de deux équations 


F (z, y, U, v) = 0, 
G (x, ÿY, U, v) = 0 
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définit uw et v comme fonctions des variables z et y et si le jacobien 
00 
D(F,G) _ du dv 
Du |46 ac | 


alors, les différentielles de ces fonctions (et, par conséquent, leurs 
dérivées partielles) peuvent être trouvées à partir du système d’équa- 
tions 


oF 0F 0F 0F 


3 
PE ds + dy + du + D do = 0. ” 
Exemple 3. Les équations 
u+u=z+y, zu+ yv=1 
définissent u et v comme fonctions de z et y; trouver =, __ , 
CPI 
CE oy 


Solution. 1ère méthode. On a, en dérivant les deux 
équations par rapport à 7x, 


ou dv 
de Vos 
ie u + dv 0 
oz 9x 
d’où 
ôu u+y dv _u+z 
dx  z—Yy 0x z—y 
De même, on trouve 
Ou + y dv __v+z 
0y  2—y" y  z—y 


2ème méthode. Par différentiation, on trouve deux équations 
reliant les différentielles des quatre variables 


du + dv = dr + dy, 
z du + u de + y du + vdy = 0. 


e sonve en résolvant ce système par rapport aux différentielles 
u et dv 
du UEydzt(oty)dy 3, (Uutz)dzt(vrz)dy 


Z—1 Z—y 


ou u+y ôu U+ y 
ôx Z—y ‘  Ôy Z—y 


D'où 


40. Fonctions données sous forme para- 
métrique. Si la fonction = et les variables z et y sont données 
par des équations paramétriques 


z—=z(u, v), y = y (u, v), 2 = 2(u, v) 
et 
oz, êz 
D (zx, du dv 
D D = dy à LE, 
, y  oy 


on trouve la différentielle de cette fonction à partir du système 
d'équations 


Ôôx oz 
dx — ETS du EN TE dv, 
___ 0y Ôy 
= gg M @) 
9z 9: 
| =. dut dv 
Connaissant la différentielle dz — p dr + q dy, on trouve les 
dérivées partielles LP et = — 
SES 8 eo 


Exemple 4. La fonction = et les variables x et y sont données 
par les équations 


z=u+tu, y=u+u, z= 08 + (u & v). 
dz 9: 
Calculer —— er . 


Solution. 1ère méthode. On trouve par différentiation 
trois équations reliant les différentielles des cinq variables 
dr = du + dv, 
dy = 2u du + 2v dv, 
dz — Budu + 3v*drc. 


Des deux premières équations on détermine du et dv: 
2v dr — dy __ dy —2u dx 


qe 2(v—u) ? 7 2(v—u) 


Substituons les expressions trouvées de du et dv dans la troisième 
équation 


+ 20 dr—dy à dy—2u dr 
2 (v—u) LE 2(v—u) 
Guv (u— v) dr +3 (v?—u?) dy 


dz = 3u 


= — uv di+> (u + v) dy. 


2(v—u) 
D'où 
Ôz oz 3 
De 2 0 
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2ème méthode. On déduit de la troisième des équations données 
5 ou ) 2 
LCR — 3u° mm -}- 3v° de . 0 _ 3u° du F KI _ . (5) 


ôr ôz 0x * dy ôy 
Dérivons les deux premières équations d’abord par rapport à x, puis 
par rapport à y: 


ou ôv ou dv 
7 0x | ÿz , D à 0y ? 
ou dv du dv 
= 2u — + 2v =2u — +Iu —. 
L a ôx net "oz ! ; * dy "9x 
On déduit du premier système 
du _ v dv _ u 
0x v—u" O7  u—v 
On déduit du second système 
du 1 dv 1 
dy  2(u—v) ” dy  2(v—u) | 
On a, en substituant les RpeSoe de _ ct + dans la for- 
mule (5) 
oz SV Liens “UE 
De 00 ere —+- 30” Gr = — Auv, 
ôz 1 : 1 
on St * Tu) ZU+. 


1941. Soit y une fonction de x définie par l'équation 


r? y 
etat 


Calculer 
dy. dy et. 
dx * dr? 


1942. y est la fonction définie par l’équation 


‘ z® + y? + 2axzy —0 (a > 1). 


y —=0 et expliquer le résultat obtenu. 


Montrer que PE 


1943. Calculer +. si y=1+y*. 
1944. Calculer Let si y=xz+lIny. 
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1945. Calculer (5) et (54) si 


 — 22ry +y +r+y—2—=0. 


En s'’aidant des résultats obtenus, représenter approxi- 
mativement les divers arcs de courbe dont les abscisses 
appartiennent au voisinage du point d'abscisse x = 1. 

1946. La fonction y est définie par l'équation 


In (V2 +y°) = aarctg _ (a 0). 
_ 


Calculer —— L et 7 


1947. Calculer À et _ si 
zx? 


À + zy — In (eŸ + e-*) = 0. 
1948. La fonction z de deux variables x et y est définie 
par l'équation 
D EN 


Calculer & et — 


1949. Calculer , de et 22 si 
Oz dy 


z COS y + y cos z + z cos x = 1. 
1950. La fonction z est définie par l'équation 
D + y — À — xy = 0. 


Calculer 2 et F pour le système de valeurs z— —1, 
y=0, z=1. 


0z Oz 02: Oz  0d2z .zx? , y? = 
1951. Calculer =— ; FT Sr? ETETÉ ET S1 ste. 


1952. f(x, y, z)—0. Montrer que ——=-—— — 1. 
1953. z— (x, y), où y est une fonction de zx, définie 
par l'équation Ÿ(zx, y)—0. Calculer —. 
1954. Calculer dz et d°z, si 
LH y+z— a, 
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1955. z est une fonction des variables x et y définie par 
l'équation 
22° + Qu + 2 — 8rz — z + S — 0. 
Calculer dz et d°z pour les valeurs z — 2, y — 0, z = 1. 
1956. Calculer dz et d°z, si In z — x + y + z — 1. Cal- 


culer les dérivées premières et secondes de la fonction z. 
1957. Soit z une fonction définie par l'équation 


D + Y + À = p (az + by + cz), 


où @ est une fonction différentiable arbitraire et a, b, c sont 
des constantes. Montrer que 


” 


0z Ôz 
(cy—bz)57+(az—cz) = 0x — ay. 
1958. Montrer que la fonction z définie par l'équation 
F (x — az, y — bz) = 0, 

où F est une fonction différentiable arbitraire de deux 
variables, satisfait à l'équation 
oz ( 
(4 5x E71 
1959. F (2, #)=0. Montrer que x © + y & . — z. 


1960. Montrer que la fonction z Fe par l’équation 
y—zxzp(z) +1 (z) satisfait à l'équation 


2z [ 9z\2 0z Oz 2 2z f 9z\2 
972 (+) mn “oy dr dy À due (5) = 0. 
1961. Les fonctions y et z de la variable indépendante zx 
sont définies par le système d'équations = +y?—z—0, 
dy  dz dy d?z 


x? + 2y* + 37° — 4. Calculer nr" gr ge» Pour z=1, 
y=0, z—f. 


1962. Les fonctions y et z de la variable indépendante z 
sont définies par le système d'équations 


— 1: 


zyz = a, Tz+y+z—= b. 


Calculer 
dy, dz, dy, d°z. 
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1963. Les fonctions uw et v des variables indépendantes zx 
et y sont données implicitement par le système d'équations 


U=ZT+y, uv = y. 
Calculer 
du Ou du du  0d?u dv dv dv dv dv 


"oz" 0j" dx? drôyÿ' Oye' dr dy" gr og" days POUE 


z=0, y=f. 
1964. Les fonctions uw et v des variables indépendantes 
x ct y sont définies implicitement par le système d’équa- 
tions 
u+u—=z, u — yv = 0. 
Calculer 
du, dv, du, dv. 


1965. Les fonctions u et v des variables x et y sont 
définies implicitement par le système d'équations 
z=œq{u,v), y =" (u, v). 
ou ou % | 
0x" dy’ dx” dy 


oz 0: ? : 
1966. a) Calculer = et y Si T=UCoSv, y—usinv, 


Calculer 


2 = CV. 


92 0z ; 
b) Calculer = et 3? Si T=U+V, Y=U—-V, Zz2—=uv. 


c) Calculer dz, si zx = e“*", y = e“°, z = uv. 
1967. z = F (r, @) où r et y sont des fonctions des varia- 
bles z et y définies par le système d'équations 


TZ =rCoOS®, y = rsin y. 


6 F4 2 
Calculer De et ET : 
dz 02 > 
1968. Calculer . et Er en considérant z comme fonc- 


tion de x et y, si 


Z = a COS pCosŸ, y = bsin pcosŸÿ, z = c sin. 


$ 10. Changement des variables 


Lors des changements des variables on a besoin d'exprimer à l’aide 
des règles de dérivation des fonctions composées les dérivées qui 
participent dans les expressions différentielles par d’autres dérivées. 
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19. Changement de variables dans.les ex- 
pressions qui contiennent des dérivées 
ordinaires. : 

Exemple 1. Transformer l'équation 

» d'y 9 dy a° 
Fait bai 


1 
en posant Fe 


Solution. Exprimons les dérivées de y par rapport à x par 
les dérivées de y par rapport à £. On a 


dy dy - 
dy dt dt _p dy 
de de À ‘dt’ 
dt 1 
ï (ae) 

LL EL (+= dt dx = (2 49 |, ay | (— 1°) — 
dr? dx \ dr dz dt dt? 
dt 

dy dy 
— 93 Lys . 
Fr de 


En substituant les expressions trouvées des dérivées dans l'équation 
donnée et en remplaçant x par na 
dy d°y | dy 
Re De MED alt EE es EE au y — 
=‘! (2 a lt Tr) Ar ( De) + ay : 
ou 

dy à 
PTE + a°y = 0. 
Exemple 2. Transformer l'équation 


“+ (2) à 
dr? dr dr 
où y sera la variable et z sa fonction. 
Solution. Exprimons les dérivées de y par rapport à x par les 


dérivées de x par rapport à y. 


dy 1, dy __d [1\_ d [LIN dy _ 
dr dr’ se e(e) 4()é 


dy dy dy 
21 dx 
dy 1 _  dp 
dr \2? dr  fdr\3° 
Gi ae 
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Substituant ces expressions des dérivées dans l'équation donnée, on a 
d?z 
dy? 1 
Tres IT TE 
dy 


| 
"f de \3 d 
(ai + 
dx \2 


Exemple 3. Transformer l'équation 


dy __xz+7y 
dx z—y 


—0, 


ou, finalement, 


en passant aux coordonnées polaires 
z—=rcosSp, y = rsin . (1) 


Solution. En considérant r comme fonction de ®, la for- 
mule (1) donne: 
dz = cos p dr — r sind, dy = sin @ dr + r cos q d, 
d'où 
: dr 
sin 73 + r cos p 


cos 7 sin @ 


dy 


En substituant dans l'équation donnée les expressions de z, y et ee 
9 


on a: 
si ie r COS 
né dpt P _ rcosp+rsinp 
dr .._  rcosp—rsinp 
tan 7 + 


ou, après simplifications, 
dr 


ap 

20. Changement de variables dans les ex- 
pressionscontenant des dérivées partielles. 
Exemple 4. Transformer l'équation des cordes vibrantes 


du du 
RUE echo 
ot® < Ôx (@ 0) 


r. 


en passant aux nouvelles variables indépendantes a et B, où 
a—=z—at, P=z+at. 


Solution. Exprimons les dérivées partielles de la fonction 
par rapport à z et t par les dérivées partielles de u par rapport à œet f. 
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En appliquant les formules de dérivation des fonctions composée 


Ou Ou 0x , Ou O8 du du Ou dB 
ôt 0x ot Ÿ 6B dt? or da F ‘0B ôr 


on trouve : 
du du ou ou 
Fee Cd+ #* NS 
ou ou ou 
SACS = + 
ET à +T A da ‘ 


Dérivons une seconde fois, en appliquant les mêmes formules : 
SERRE ENE PRR TE 
ot dt \ dt] da \ ot ] ot ‘ op 7) ot 

ou du od?u 2u 
ce(s) Cote (ser) < 


o[ 9®Uu , d'u du \. 
(Sr 2p te) 


(+ = 10e) 2e (Se sh 

0x?  Ôz Fe) = 5e (5e) 3e +56 Fe) 55 
ou d°u du du 

AZ rep) + (gap)! 


= du d'u 
NE Pen TrU Er 0B D TC BTE e 


En les substituant dans l'équation donnée, on a 


ou d?u ô°u 
D lente 
a (2 2 +) a (+ mer te 


mr) 


ou 
du 
da dB 
) 
Exemple 5. Transformer l'équation 2 4 Fr = en 
| 1 
prenant pour nouvelles variables indépendantes u—zxz, v — ++ 
: 1 
et pour une nouvelle fonction w — + : 
0z Ôz 
Solution. Exprimons les dérivées partielles Nr ct — Fri en 
us . te sua 
fonction des dérivées partielles — et —. Pour cela, dérivons 
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les relations données centre les anciennes et les nouvelles variables 
L Tr? y® ? r2 2 


D'autre part, 


dw ow 
du = du + du 
Donc, 
ow dw dr dz 
da 0e Ts 
ou ; 
ôw dw [ dx dy dzr dz 
Fe to (ee 
D'ou 
ltî ôw 1 dw z® ôw 
ds (ru) der ou d 


et 


En substituant ces expressions dans l'équation donnée, on a 


à 1 ôw 1 dw | à 9w j 
TS (— ———  — — 2 — —5 
zx? du z® dv dv 
ou 
ow 
mn À 


1969. Transformer l'équation 
° dy dy 


en posant z=e!. 
1970. Transformer l'équation 


en posant z — cos é. 
1971. Transformer les équations suivantes en prenant y 
comme variable: 
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dy 9, (dy \?2 
s) is +9 (4) 7. 
dr de +) 7 


1972. La tangente de l'angle u formé par la tangen- 
te MT et le rayon vecteur OM 
au point de tangence fig. 69) 
s'exprime de la manière suivante: 


y — 
FA 
Transformer cette expression en 
passant aux coordonnées polaires Fig. 69 


ZT =rCOS GP, y = Tr Sin q. 
1973. La courbure d’une courbe est donnée par la for- 
mule 


PR en 
(+ ('RT" 
Exprimer cette formule à l’aide des coordonnées polaires 
ZT =rCOS GP, y = r Sin y. 


1974. Transformer à l’aide des nouvelles variables indé- 
pendantes uw et v l'équation 


REP 


V3 TZ 0 


a 
- 


Si Uu—=Z, U—= 2 + y. 
1975. Transformer à l’aide des variables indépendantes 
u et v l'équation 


Si U—=Z, u= 2, 
z 


en passant aux coordonnées polaires 
ZT =rCOSP, y —=rsin y. 
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1977. Transformer l'équation 


 E 
en posant u—zxy et nnbrre : 


1978. Transformer l'équation 


oz 


LR EE — X) 2 
JG dy ÿ 


en introduisant les nouvelles variables indépendantes 
A 
DT EVr Ver 


et la nouvelle fonction w—Inz—(x+y). 
1979. Transformer l’équation 
0?z 9?z d?z 
2 == 
0x?  Ôx TETE Co 


en prenant pour nouvelles variables indépendantes u = x+y, 


[/ . A 
v= + et pour nouvelle fonction WD=— . 


1980. Transformer l’équation 


92z 92: d®z 
Oz y 9 05 4 072 
dx? 7 ôz Du Ÿ due 0, 


en posantu—z+yet v—z—y, w—=zxzy—2, où w—=w{(u, L). 


$ 11. Plan tangent et normale à une surface 


19 Equations du plan tangent et de {a 
normale dansle cas où la surface est donnée 
par une équation explicite. Le plan tangent à la 
surface au point 4 (point de tangence) est le plan qui contient toutes 
les tangentes en ce point aux différentes courbes tracées sur la surface 
et passant par ce point. 

La normale à la surface est la perpendiculaire au plan tangent au 
point de tangence. 

Si l'équation de la surface dans un système de coordonnées rectan- 
gulaires est donnée sous forme explicite z = f (x, y), où f (x, y) 
est une fonction différentiable, alors l'équation du plan tangent au 
point M (zo, Yo, o) de la surface est 


Z—20— fx (or Vo) (X — 20) + f}, (xo, yo) (Y — yo). (1) 


Ici z = f (to, Yo) ct X, Y, Z sont les coordonnées courantes d’un 
point du plan tangent. 
L'équation de la normale est 


_X—20 _ _Y—yo __Z—% ©) 
fx (tor vo) fn (ro, yo)  —1 = 


où X, Ÿ, Z sont les coordonnées courantes d'un point de la normale. 
Exemple 1. Former les équations du plan tangent et de la 


normale à la surface z — 5 — y? au point M (2, —1, 1). 


Solution. Calculons les dérivées partielles de la fonction 
donnée et leurs valeurs au point M 


. oz 
dx Ôx ), : 


95 _ _o (+) . 
Ts 0y JM 


D'où, d'après les formules (1) et (2),on a :— 1 = 2 (x — 2) + 

+ 2 (y + 1), où 2z + 2y — = — 1 = 0 est l'équation du plan tan- 
z—2 y—+i :—1 

gent et NÉ ere 1 celle de la normale. 


20, Equations du plan tangent et de la nor- 
male dans le cas où la surface est donnée 
par une équation implicite. Dans le cas où l'équation 
de la surface est donnée par une équation implicite 


F(z, y, =) = 0 
et F (zo, Yo: <o) = 0, les équations du plan tangent et de la normale 
sont respectivement 
F3 (o; Yo, 20) (X — xo) + F} (os Yos 20) (Y — yo) + 
+ Fe (zo, Yo, So) -(Z — 20) = 0, (3) 
|) 
Fr (Zo, yo» 2) F; (Zos Yo: Z0) F: (xo» Yor 20) 
Exemple 2. Former les équations du plan tangent et de la 
normale à la surface 3xzyz — © = a$ au point zx = 0, y = a. 
Solution. On trouve la cote du point de tangence en substi- 
tuant z — 0, y—a dans l'équation de la surface: —# = a, 
d'où z — —a. Ainsi, le point de tangence est M (0, a, —a) 


En désignant par F (x, y, :) le premier membre de l'équation, 
on trouve pour les dérivées partielles et leurs valeurs au point M 


Fx = 3y:, (Fr)m= —3a, 
Fy = Sz:, (Fu 0, 
Fi = 3xzy — 3:°, (F:)u= — 3a*. 
En appliquant les formules (3) et (4), on a 
—3a? (x — 0) + O (y — a) — 3a° (z: + a) = 0 


tÙ 


Ct 


ou z + z+ a = 0, qui est l'équation du plan tangent, 


z—0 . y—a z+a 


— 3e? O0  — 3a? 


est celle de la normale. 


1981. Former les équations du plan tangent et de la 
normale aux surfaces suivantes et aux points indiqués: 

a) au paraboloïde de révolution z = 2° + y* au point 
(1, —2, 9); 


b) au cône + a — L = 0 au point (4, 3, 4); 
c) à la sphère 2° + y* + z° = 2Rz au point (R cos @&, 


R sin a, R). 
1982. En: quel point de l’ellipsoide 


tte 


la normale forme des angles égaux avec les axes de coor- 
données ? 

1983. Par le point M (3, 4, 12) de la sphère 2° + y° + 
+ z* — 169 on mène des plans perpendiculaires aux axes 
OX et OY. Former l'équation du plan passant par les tan- 
gentes aux sections obtenues au point commun "M. 

1984. Montrer que l’équation du plan tangent à une 
surface du second degré à centre 


az° + by + c* = k 
en un de ses points M (xo, Yo, Z) est de la forme 
azor + byoy + Cz0 = k. 


1985. Mener les plans tangents parallèles au plan 
z + 4y + 6z = O0 à la surface z° + 2y* + 3z° — 21. 


« y* 
T $ 


1986. Mener un plan tangent à l’ellipsoide 
+2 = { coupant les axes de coordonnées suivant des 


LA RE 


segments égaux. 
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1987. Trouver sur la surface 2° + y* — 7° — 2r — 0 les 
points en lesquels les plans tangents sont parallèles aux 
plans de coordonnées. 

1988. Montrer que les plans tangents à la surface zyz — 
— m° forment avec les plans de coordonnées un tétraèdre 
de volume constant. 


1989. Montrer que les plans tangents à la surface 


Vz+Vy+Vz=Va découpent sur les axes de coordon- 
nées des segments dont la somme est constante. 


1990. Montrer que le cône E+i ei et la sphère 


++ (3 ÈS) 2 E (0 + 02) 


sont tangents aux points (0, +b, c). 

1991. On appelle angle de deux surfaces l'angle formé 
par les plans tangents menés au point d'’intersection de ces 
surfaces. 

Sous quel angle le cylindre zx°+y?— R? et la sphère 


(z— R} + y* += R° se coupent au point M (= ne à 0)? 


1992. Des surfaces sont dites orthogonales si elles se 
coupent sous un angle droit en chaque point de leur courbe 
d’intersection. 

Montrer que les surfaces 2° + y° + z° = r° (sphère), y — 
— xtg o (plan) et 2 = (r° + y*) tg* ÿ (cône), où r, p, Ÿ 
sont les coordonnées sphériques, sont réciproquement ortho- 
gonales. 

1993. Montrer que tous les plans tangents à la surface 


conique Zz = xzf (= au point A1 (xs, Yo; Zo), Où Zo 0, 


passent par l'origine des coordonnées. 
1994*. Déterminer les projections de l’ellipsoïde 


ÉH+HY +À —1zy —1—=0 


sur les plans de coordonnées. 

1995. Montrer que la normale en un point quelconque 
de la surface de révolution z = f(Wz° + y?) (f 0) 
coupe l'axe de rotation. 


247 


$ 12. Formule de Taylor pour une fonction 
de plusieurs variables 


Soit f (x, y) une fonction qui possède au voisinage du point (a, b) 
des dérivées partielles continues jusqu’à l'ordre (nr + 1) inclus. Dans 
ces conditions, dans le voisinage considéré, on a la formule de Taylor: 


fe = fe + Url, d)(e—e)+fj (a, Dub 
+ Ulis (er 0) (ea) + 2e (a, D) (ee) (D) + 
+ (es dt + [eo + 
+0) | fe ba (eV), (1) 


n+1 
Rn (2, DT Lee) +40 À] 


Xf[a+8(z—a), b+8(y—8)] (0<8<1). 


Avec d’autres notations : 
fe y += fe ve Le Ce 0)+ fi (es WI 
pr LME Ce, 0) + 2EfE Ces 0) fu Ce DH. 


1 ô à 7m 
+ [re] f (x, y) + 


1 9 D TEtS, no. 
+ | f(z+0h; y+6k), (2) 


ou 
MF, Der dite Dares +. 


1 1 
+ (, DE pr 1 (x+0h; y+6k). (3) 


Le cas particulier de la formule (1) pour a = b = 0 s’appelle 
jormule de Maclaurin. 

Des formules analogues sont vraies pour les fonctions à trois 
variables et plus. 

Exemple. Trouver l'accroissement de la fonction f (x, y) = 
= 2 — 2ÿ9 + 3ry lorsqu'on passe des valeurs x = 1, y — 2 aux 
valeurs a =1+h, my—=2+k. 

Solution. L'accroissement cherché peut être déterminé en 
appliquant la formule (2). Pour cela, calculons préalablement les déri- 
vées partielles successives et leurs valeurs au point donné (1, 2): 


fx y) = 8 + 3y, fx (A; 2)=3.1+ 3-2=9, 
fus y) = —6ÿ + 3x, jf}, (1; 2) = —6-4 + 3-1 —21, 
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fxx (x, y) =67, fx (1: 2)—6.1—6, 


feu (x, )=3, fxu (13 2)=3, 
fuu (x, y) = —12y, fuv À ; 2) = —12.2= —24, 
fe (x, y) =6, frxx (1; 2) —6, 
fexu (x, y) —0, fxxy (1 ; 2) —0, 
fruv (&, y) =0, fu (A ;2)=0, 
fuuv (x, y) = —12, fuvu (A 3 2) = —12. 


Toutes les autres dérivées sont identiquement nulles. En substi- 
tuant dans la formule (2) les résultats trouvés, on a: 


A1 DR 24R (4 D= 
LRO E (A) UNE 6-+ DR B RE (— 24) + 


| 7 LA8-6+ 3h2k-0 + 3hk2-0 + K3 (—12)] = 


Ru + 3h2-L 3hk— AR L N3— 28. 
1996. Développer jf (x + h, y + k), suivant les puis- 
sances entières positives de À et k, si 
f(x, y) = a + 2bzxy + cy*. 


1997. Développer la fonction f (x, y) — —2* + 2xry + 
+ 3y°* — Gr — 2y — 4 suivant la formule de Taylor au 
voisinage du point (—2; 1). 
1998. Déterminer l'accroissement de la fonction f (x, y)— 
= z°y lorsqu'on passe des valeurs zx — 1, y — 1 aux valeurs 
Z—=1+h, y =1+k. 


1999. Développer la fonction f(x, y, z) = 2° + y° + 
+ 2 L Dry — yz — 4x — 3y — z + 4 à l'aide de la for- 
mule de Taylor au voisinage du point (1; 1; 1). 

2000. Développer f (x + h, y + k, z + 1) suivant les 
puissances entières positives de h, k, et L, si 


fa y,2) = 2 + y + 2 — Dry — 2xz — 2yz. 
2001. Développer la fonction 


- f(G; y) = esiny 


jusqu'aux termes du 3*"€ ordre inclus à l’aide de la formule 
de Maclaurin. 
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2002. Développer la fonction 
f(x, y) = cos x cos y 


jusqu'aux termes du 4" ordre inclus à l’aide de la for- 
mule de Maclaurin. 
2003. Développer la fonction 


f (x, y) = y” 


jusqu'aux termes du second ordre inclus au voisinage du 
point (1, 1) à l’aide de la formule de Taylor. 
2004. Dons la fonction 


f@; y) =e"* 


jusqu’ aux termes du 3în€ ordre inclus au voisinage du point 
(1, —1) à l’aide de la formule de Taylor. 

2005. Etablir les formules approchées aux termes du 
troisième ordre près par rapport aux grandeurs & et B pour 
les expressions : 


a) arctg = b) pese . 
si |æ | et | BP | sont petits par rapport à f. 

2006*. A l’aide du développement de Taylor jusqu'aux 
termes du second ordre, calculer approximativement les 
expressions 


a) 1,03; / 0,98 : b) (0,95)°°°! 


2007. z est la fonction implicite de x et y définie par 
l'équation 2 — 2xz + y — 0 qui prend la valeur z = 1 pour 
z — 1 et y = 1. Donner plusieurs termes du développement 
de la fonction z suivant les puissances croissantes de x — 1 
et y — i. 


$ 13. Extrémums des fonctions de plusieurs variables 


10. Définition de l'extrémum d'une fonc- 
tion. On dit que la fonction f (x, y) a un maximum (resp. minimum) 
f (a, b) au point P (a, b), si pour tous les points P' (x, y) différents 

de P d’un voisinage suffisamment petit du point P l'inégalité 

f(a, bd) > f(x, y) (resp. f (a, b) f(x, y)) est satisfaite. Les maxi- 
ae et les minimums d'une fonction sont appelés ses ertrémums. 
On définit d'une manière analogue les extrémums d’une fonction de 
trois variables et plus. 
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20 Conditions nécessaires d'extrémums. 
Les points en lesquels une fonction différentiable f (z, y) peut avoir 
un extrémum (appelés encore points stationnaires) sont déterminés 
en résolvant le système d'équations 


fx, 9 = 0, f,(x y) =0 (1) 


(conditions nécessaires d’extrémum). Le système (1) est équivalent 
à une équation, à savoir df (x, y) = 0. Dans le cas général, en un 
point d’extrémum P (a, b) de la fonctionf (x, y), soit que df (a, b)=—0, 
soit encore que df (a, b) n'existe pas. 

30. Conditions suffisantes d'extrémums. 
Soit P (a, b) un point stationnaire de la fonction f (r, y), c'est-à-dire 
un point tel que df (a, b) = 0. Alors: a) si d?f (a, b) < 0 pour dr + 
+ dy? > 0, f (a, b) est un maximum de la fonction f (x, y); b) si 
d°f (a, b) => 0 pour dr? + dy? > 0, f (a, b) est un minimum de la 
fonction f (x, y); c) si d°f (a, b) change de signe, f (a, b) n’est pas 
un extrémum de la fonction f (x, y). 

Les conditions énoncées sont équivalentes aux suivantes: soit 
fz(a, b)=fi(, b)—0 et A —=fi (a, b), B = fry(a, b), C = 
= fyy (a, b). Formons le discriminant 


A = AC — Bi. 


Alors: 1) si A > 0, la fonction possède un extrémum au point 
P (a, b), à savoir un maximum si A<< 0 (ou € 0), un minimum si 
A > 0 (ou C > 0); 2) si A<O, il ny a pas d’extrémum au point 
P (a, b); 3) si A = 0, on ne peut rien dire en ce qui concerne l'exis- 
tence d’un extrémum de la fonction au point P (a, b) (ce cas nécessite 
une étude plus approfondie). 

40. Cas d'une fonction de plusieurs varia- 
bles. Pour une fonction de trois variables et plus, les conditions 
nécessaires d'existence d’un extrémum sont analogues aux conditions 
(1) et les conditions suffisantes sont analogues aux conditions a), 
b), c) de 30. 


Exemple 1. Etudier les extrémums de la fonction 
2= D + 3xy? — 15xz — 12y. 


Solution. Calculons les dérivées partielles et formons le 
système d'équations (1): 


0z 2 2 = 07 pou 42— 
7 = 32? + 3y —15=—0 nr — Gry—412—0 
ou 
a+ y2—5=0, 
zy—2=0. 


En résolvant ce système, on trouve quatre points stationnaires : 
P1 (1,2); P2(2,1); Ps(—1, —2); P;,(-—2, —1). 


Calculons les dérivées secondes 


22 d°z d2z 
3x — 0, 9x 0ÿ — 0 aus = 07 
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et formons le discriminant A = AC — B? pour chaque point sta- 
tionnaire. 


4) Pour le point P:: 4= (5) — 6; B= | —) = 12; 
P1 P: 


tÙ 


; dx? 0x dy - 
C=— (5), —6; A—AC—B?—36—144<0. Ainsi, au point P il 
E 1 


n'y a pas d’extrémum. 

2) Pour le point P: : À — 12, B — 6, C — 12, À = 144—36 > 0, 
A > 0. Au point P,. la fonction a un minimum. Ce minimum est 
égal à la valeur de la fonction pour x = 2, y —1. 


min = 8 + 6 — 30 — 12 — —98. 


3) Pour le point Ps: À = —6, B = —12, C = —6, À = 36 — 
— 144 < 0. Il n’y a pas d'extrémum. 
4) Pour le point P,: À = —12, B = —6, C = —12, À = 144 — 


— 36 > 0, À < 0. Au point P, la fonction a un maximum égal à 
2max = —8— 6 + 30 + 12 — 28. 

50. Extrémum lié. Dans le cas le plus simple, l’eztrémum 
lié d’une fonction f (x, y) est, par définition, le maximum ou le mini- 
mum de cette fonction atteint sous la condition que les variables sont 
liées par l'équation p (x, y) — 0 (équation de liaison). Pour déterminer 
l'extrémum lié d’une fonction f (x, y) en présence de la relation 
p(r, y) = 0, on forme l'équation auxiliaire dite équation de 
Lagrange 

F(2, y) = f(x y) + À (x, y), 
où À est un facteur constant indéterminé, puis on cherche l’extrémum 


ordinaire de cette fonction. Les conditions nécessaires d’extrémum 
donnent le système des trois équations suivantes 


OF _ of ôp 
ms = mme | —— == 
ôx Or ; Ôz 0, 
9F _ 0} 0p _ (2) 
4 "y © 
(x, y) =0 


à trois inconnues x, y, À, d'où on peut, en général, déterminer ces 
inconnues. 

En ce qui concerne l’existence et le caractère de l’extrémum lié, 
ce problème se résout en étudiant le signe de la différentielle secon- 
de de la fonction de Lagrange 


OF ,, d?F 0?F 
d?F (x, = rs dé t2r rs dr dut dy? 


pour le système de valeurs rx, y, À obtenu de (2) et avec la condition 
que dr et dy soient liées entre elles par l'équation 


9@ 0® jy — 2 2 


Précisément, la fonction f (x, y) a un maximum lié si d’F <Oet un 
minimum lié si dF > 0. En particulier, si le discriminant A pour 
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la fonction F (r, y) au point stationnaire est positif, on a alors en ce 
point un maximum lié pour la fonction f (x, y) si À 0 (ou C < 0) 
et un minimum lié si À > 0 (ou € >- U). 

De manière analogue, on trouve l’extrémum lié d’une fonction 
de trois variables et plus en présence d’une ou plusieurs équations de 
liaison (dont le nombre doit cependant être inférieur au nombre de 
variables). Dans ce cas, on doit introduire dans la fonction de Lagrange 
autant de facteurs indéterminés qu’il y a d'équations de liaison. 


Exemple 2. Déterminer l’extrémum de la fonction 
z = 6 — 4r — 3y 
avec la condition que les variables x et y satisfont à l’équation 
+ y = 1. 
Solution. Ce problème se ramène à un problème géométri- 
it qui consiste à déterminer la plus grande et la plus petite valeur 
e la cote = du plan = = 6 — 4xz — 3y pour les points d’intersection 


de ce plan avec le cylindre 2? + y* = 1 
Formons l'équation de Lagrange 


F(z,y)=6— 47 —3y+ À (+ y — 1). 


On a = 442, = 3 +2. Les conditions néces- 
saires nous donnent le système d'équations 
—4+2hx =0, 
—3+2À1y—=0, 
z+y?=1, 


en le résolvant on trouve 


= z Le = 
L— 2 ? 1 5 ? Yi = 5 ? 
ù 5) 4 3 
a = Tor MT Ter MT 
Puisque 
d?F 9° (2EJ 0 
= =) 
ôx? =2, ôx Fran dy? + 
on a 


dF = 2} (dr° + dy°). 


4 
Si 1=S y 2 = _ et y — £ on a dF >> 0, et, par conséquent, en ce 
4 
point la fonction a un minimum lié. Si À — —+, z = + 


— +, on a d’F << 0 et, par conséquent, en ce point la fonction a un 
maximum lié. 


et y — 
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Ainsi, 


16, 9 
ëmax=0+e te 11, 
16 9 
de. Nu 


60. Plus petite et plus grande valeur d'une 
fonction. Une fonction difiérentiable dans un domaine fermé 
borné atteint sa plus petite (resp. plus grande) valeur soit en un point 
stationnaire, soit en un point de la frontière du domaine. 


Exemple 3. Déterminer la plus grande et la plus petite va- 
leurs de la fonction : 


2= + —-zy+z+y 
dans le domaine 
z < 0, y < 0, z+y> —$. 


Solution. Le domaine indiqué est le triangle (fig. 70). 
1) Trouvons les points stationnaires : 


{ 2x = 2z—y+1—0, 


4 
30 (4:90) 


(44) 


’ 


x Zy = 2y—Tz+1—0; 


G;-À) d'où z = —1, y— —1; on trouve Île 
#72] point M (—1, —1). 

Au point M, la valeur de la fonc- 
tion est =3s — —1. L'étude de l’extré- 
(0;-3) mum n'est pas obligatoire. 

; 2) Fusion la fonction sur la 
rontière du domaine. 
Fig. 70 Pour z—=0, on a ==" 
et le problème se ramène à la déter- 
mination de la plus grande et de la plus petite valeur de cette fonction 
d'une variable sur le segment —3 < y < 0. En faisant l'étude, . 


trouve que (2,.4.5)x—0 — 6 au point (0, —3); (2,.5.1)x=0 — T2 


au point (o, > 
On a pour y—=0,:—:1+ 71. De même, on trouve que 


(22.g.1)y=0 = 6 au point (—3, 0); 


(-+. 0). 


Pour z+y—=—3 où y= —3—zx on a 2: = 3x° + 9x + 6. 
De la même manière que précédemment, on . trouve que 


po = —- au point 


oo 4 


3 : 3 
(Zn. p-Dxty=—3 RE 2 point (—-5 ; —5) ; (Cp. g.v)x+y=-3 =6M 


coïncide avec (z,. grux=0 et (2. +), On aurait pu étudier l'ex- 
: k ) y=0 

trémum lié de la fonction sur la droite z + y = —3 sans la ramener 

à une fonction d’une variable. 
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3) En comparant toutes les valeurs obtenues de =, on en déduit 
que 2.4.9 — Ô aux points (0, —3) et (—3, 0), = = —1 au 


p:P-v 
point stationnaire 4. 


Etudier le maximum et le minimum des fonctions de 
deux variables suivantes: 


2008. z=(z—1)+2y. 2015. 2=(2°+yt)e- (tu), 


2009. :—(z—1)—92y2. 2016. z— ES 
zx + y? 

2010. 2— 2 +zy ty —27z—y. 

2011. 2=2y (0—z—-y)(5>0, y 0). 

2012. OR 


2013. :=zy/ 1-2 

2014. z = 1 — (2 + Ps 
Déterminer les extrémums des fonctions de trois variables: 

2017. u = 2° + y? + 2 — zy + x — 2z. 

2 22 2 

2018. u=z+ +++ (x 0, y>0, z2>0). Ù 
Déterminer les extrémums des fonctions données sous forme 
implicite : 

2019*%. 2° + y* + 2 — 2x + 4y — 6z — 11 = 0. 

2020. 2° — y — 3x + 4y + +z—8—=0. 
Définir les extrémums liés des fonctions: 


2021. z = zy pour z + y = 1. 
2022. z = zx + 2y pour 2° + y° = 5. 


2023. z—2°+y? pour +=. 
2024. z—cos* x + cos y pour y—z— Fe 
2025. u—r—2y+2z pour ai A +a=9. 

2026. u—=2+y +7 pour + ep GE +5 =1(>b>e>0). 
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2027. u = xy°2 pour x + y +z=12 (2>0, y>0, 
z > 0). 

2028. u = xzyz avec les conditions x + y + z = 5, zy + 
+ yz + zx = 86. 

2029. Démontrer l'inégalité 


TZ l Z E—— 
ERTRE > Ways 


si z>0, y>0, z>0. 


Indication. Chercher le maximum de la fonction u = zyz 
avec la condition z + y + = — 


2030. Déterminer la plus grande valeur de la fonction 
z=1+zx+2y dans les domaines: a) x>0, y >0, 
z+y<1Â;, brz20, y<0, z—y<Li. 

2031. Déterminer les plus grandes et les plus petites 
valeurs des fonctions a) z = z°y et b) z = 2° — y* dans 
le domaine 2° + y* < 1. 

2032. Déterminer la plus grande et la plus petite valeur 
de la fonction 3 = sin x + sin y + sin (t + y) dans le 
domaine 0ZSrz<5 | 0Ly<<. 

2033. Déterminer la plus grande et la plus petite valeur 
de la fonction z = 2° + y — 3xy dans le domaine0 << x < 
<2, —1<y<2. 


$ 14. Problèmes sur la détermination 
des plus petites et plus grandes valeurs 
des fonctions 


Exemple 1. On demande de décomposer le nombre positif 
a en trois nombres de manière que leurs produits soient maximums. 


Solution. Désignons par x, y, a — x — y les trois nombres à 

déterminer. Cherchons le maximum de la fonction f (x, y) = zy (a — 
— Z — ÿ). 
D'après la nature même du problème, on considère la fonction 
f (x, y) à l’intérieur du triangle fermé zx >0, y>0, rt y<a 
(fig. 71). 

En résolvant le système 


12, y) = y (a — 2x — y) 
y) 


0, 
je, y) =z(a—x—2y) = 0 
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: . à k : : a a 
on trouve à l’intérieur du triangle un point stationnaire unique (5 : :) 
Pour ce point, vérifions si les conditions suffisantes sont satisfaites. 
On a 


fex(z, v)=—2y, fulz, y)=a—2r—2y, fou(z, y) = —2z. 
a a 


Par conséquent, A=fes(S. 3] = 3 % Y 
& a 1 
B=fa (5 5)=-30 
æ & a 2 
C=fuy (5. F)=-50 


et , 
A=AC—B'>0, A <0. (a; 0) 
Ainsi, au point É : 5) la fonction Fig. 71 
atteint son maximum. Puisque sur les 


côtés du triangle f Gr y) = 0, ce maximum est donc la plus 
grande valeur, c est-à-dire le produit est maximum si z = y = a — 
a . aÿ 
—T—Y= 3; la valeur de ce maximum est 57 - 
Remarque. On aurait pu résoudre ce problème par la mé- 
thode des extrémums liés en cherchant le maximum de la fonction 
u = zyz avec la condition z + y + z = a. 


2034. Déterminer parmi tous les parallélépipèdes rectan- 
gles de volume donné V celui dont la surface totale est 
minimum. 

2035. Déterminer les dimensions d’une baignoire rectan- 
gulaire ouverte de capacité V donnée pour que sa surface 
soit minimum. 

2036. Déterminer parmi tous les triangles de périmètre 
2p donné celui dont la surface est maximum. 

2037. Déterminer un parallélépipède rectangle de sur- 
face S donnée de volume maximum. 

2038. Mettre le nombre positif a sous la forme d’un 
produit de quatre nombres positifs de manière que leur 
somme soit minimum. 

2039. Trouver un point M (x, y) sur le plan XOY de 
manière que la somme des carrés des distances aux trois 
droites z = 0, y = 0, zx — y + 1 = 0 soit minimum. 

2040. Déterminer un triangle de périmètre donné 2p de 
manière qu'en le faisant tourner autour de l’un de ses côtés 
il engendre un corps de volume maximum. 
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2041. On donne dans le plan trois points matériels 
P, (x, UTRE P: (z2; Y2), P; (Z3 y3) de masses Mi, Mi, Ma. 
Déterminer la position du point P (x, y) de manière que le 
moment quadratique (moment d'inertie) du système de 
points donné par rapport au point P (c'est-à-dire la somme 
mP;,P° + m2P2P° + m3P,P°) soit minimum. 

2042. Faire passer par le point M (a. b, c) un plan de 
manière qu'il forme avec les plans de coordonnées un tétra- 
èdre de volume minimum. 

2043. Inscrire un parallélépipède rectangle de volume 
maximum dans un ellipsoide. 

2044. Déterminer les dimensions extérieures d’une caisse 
ouverte, dont l'épaisseur des parois Ô et la capacité (inté- 
rieure) Ÿ sont données, de manière que la dépense de maté- 
riel utilisé pour faire cette caisse soit minimum. 

2045. Déterminer un point de l’ellipse 


en lequel la tangente forme avec les axes de coordonnées un 
triangle de superficie minimum. 
2046*. Déterminer les axes de l’ellipse 


51° + 8zy + 5y° = 9, 


2047. Inscrire dans une boule un cylindre de surface 
totale maximum. 

2048. Les lits de deux cours d'eau (entre les limites 
d'un certain domaine) sont approximativement représentés 
par la parabole y — 2° et la droite z — y — 2 — 0. On 
demande de réunir les deux cours d’eau par un canal recti- 
ligne de manière que sa longueur soit minimum. Par quels 
points on devra le faire passer? 

2049. Déterminer la plus courte distance du point 
M (1,2, 3) à la droite 


RE RS OA 
1302: 


2050*. Les points À et B se trouvent dans des milieux 
optiques différents séparés l’un de l’autre par une droite 
(fig. 72). Soient vw, et v. les vitesses de propagation respec- 
tives de la lumière dans le premier milieu et le second. 
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On demande de déterminer à l’aide du « principe de Fer- 
mat », d’après lequel le rayon lumineux <e propage suivant 
la ligne brisée AMB qui exige le minimum de temps, la 
loi de réfraction des rayons lumineux. 

2051. Déterminer à l’aide du « principe de Fermat » la 
loi de réflexion sur un plan d’un rayon lumineux se pre- 
pageant dans un milieu homogène (fig. 73). 

2052*. Lorsqu'un courant électrique Z se propage dans 
un circuit électrique de résistance R, la quantité de chaleur 


Fig. 72 Fig. 73 


dégagée pendant l’unité de temps est proportionnelle à J*/?. 
Décomposer le courant Z en courants J;, Z+, I: à l’aide de 
trois conducteurs de résistance R;, R2, R3 de manière que 
la chaleur dégagée soit minimum? 


$ 15. Points singuliers des courbes planes 


19 Définition du point singulier. Le point 
M (zo, Yo) d’une courbe plane f (x, y) — 0 est appelé point singulier 
si ses coordonnées vérifient simultanément les trois équations 
f (os Yo) = 0, fi(ros vo) — 0, f} (to, yo) = 0. 


20. Principaux types de points or 
Supposons qu’en un point singulier M (x, yo) les dérivées secondes 


À = f;3 (Zo, Yo); 
B = f%, (&o, vo), 
C— Foy (Zo, Yo) 
ne sont pas toutes nulles et 
A = AC — B!, 
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alors, 
a) si A > 0, M est un point isolé (fig. 74); 
b) si A < 0, M est un nœud (point double) (fig. 75); 


c) si À — 0, alors M est soit un point de rebroussement de 1° espèce 
(fig. 76) ou de espèce (fig. 77), soit un point isolé ou un point 


d'osculation (fig. 7 


Fig. 74 Fig. 75 Fig. 7 


Pour résoudre les problèmes de cette section, on demande de 
construire les courbes. 


2 Ka 


Fig. 77 Fig. 78 


Exemple 1. Monterer que la courbe y? = ax? + 23 a un 
nœud si a > 0; un point isolé si a 0; un point de rebroussement 
de première espèce si a = 0 


Solution. Ici f(x, y) = az? + 25 — y?. Calculons les déri- 
vées partielles et alons les à O0 


fa, y) = 2az+ 3 = 0, 
fo Ge, D = —2y = 0. 
Ce système a deux solutions: © (0, 0) et N [| — 0 }, mais les coor- 


données du point N ne vérifient pas ni LULE de la courbe donnée. 
Ainsi, il n’y a qu'un point singulier O 
Calculons les dérivées secondes et leurs valeurs au point O: 


fix (Er y) = 2a + 67, À = 2a, 
fy&=0, B=0, 
PACE y) = —2, C = —2, 

A = AC — B? = —4a. 
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Par conséquent, 
si a > 0, A <O0et le point O est un nœud (fig. 79); 
si a <0, A0 et le point O et un point isolé (fig. 80); 
si a — 0, A = 0. Dans ce cas, l'équation de la courbe est y* — 


ÿ 
Y 
a)0 
a<0 
X 
0 0 X 
Fig. 79 Fig. 80 Fig. 81 


ou y= + V2; y existe seulement pour z > 0; la courbe est symé- 


trique par rapport à l'axe OX qui est une tangente. Par conséquent, 


le point M est un point de rebroussement de première espèce (fig. 81). 


Déterminer la nature des points singuliers des courbes: 
2053. y° = —21° + ri, 
2054. (y — }° = z. 
2055. afy° — arf — 5. 
2056. z°y* — 2° — y° = 0. 
2057. 2° + y° — 3azy = 0 (folium de Descartes). 
2058. y (a — x) = 2° (cissoïde). 
2059. (2° + y) = a° (2° — y*) (lemniscate). 
2060. (a + x) y* = (a — x) x* (strophoïde). 
2061. (2° + y) (T — a} = br (a>0, b>=>0) (con- 
choïde). 
Considérer les trois cas 
1)a>b; 2)a=b; 3) a< b. 


2062. Etudier la varjation de la nature du point singu- 
lier de la courbe y* = (x — a) (x — b) (x — c) en fonction 
des valeurs de a, b, c (a < b < c sont réels). 
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$ 16. Enveloppes 


19. Définition de l'enveloppe. On appelle enveloppe 
d'une famille de courbes planes la courbe (ou l'ensemble de courbes) 
qui est tangente à chacune des courbes de la famille donnée; en outre, 
en Hecun e ses points l'enveloppe est tangente à une courbe de la fa- 
mille. 


20. Equation de one oppe Si une famille de 
courbes dépendant d’un paramètre variable a 
f (2, y, a) = 0, 


a une enveloppe, alors les équations paramétriques de cette dernière 


se déterminent à l’aide du système 
d'équations 


{ (x, y, à) = 0, 


Rna=0o 


En éliminant dans le système (1) 
le paramètre a, on en déduit une 
équation de la forme 


D (x, y) = 0. (2) 


Il faut remarquer que la courbe 
(2) obtenue formellement (que l’on 
Fig. 82 appelle courbe discriminante) peut 
° contenir le lieu géométrique des 
points singuliers de la famille consi- 
dérée qui est étranger à l'enveloppe de cette famille, si cette 
enveloppe existe. 
On recommande de faire un dessin lors de la” résolution des pro- 
blèmes de ce paragraphe. 
Exemple. Trouver l'enveloppe de la famille de droites 


zcosa+ ysina—p—0 (p = const, p > 0). 


Solution. La famille de droites considérées dépend du para- 
mètre a. Formons le système d'équations (1) 
zcosa+ ysina—p= 0, 
—z sin a + y cos a = (0. 
En résolvant ce système par rapport à z et y, on en déduit les 
équations paramétriques de l'enveloppe 
z—=pCOSG, y—=PpSinG. 


En élevant au carré ces deux équations puis en les ajoutant, on éli- 
mine le paramètre a: 
za + y3 = pt, 


Ainsi, l'enveloppe de la famille de droites considérées, est une 
circonférence de rayon p et de centre à l'origine des coordonnées. 
La famille de droites donnée est la famille des tangentes à cette cir- 
conférence (fig. 82). 
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2063. Trouver l'enveloppe de la famille de cercles 


G—a) +=. 
2064. Trouver l'enveloppe de la famille de droites 


y=kr+ 
(4 est le paramètre variable). 

2065. Trouver l'enveloppe d’une famille de cercles de 
rayon À et dont les centres se trouvent sur l’axe OX. 

2066. Trouver une courbe qui enveloppe un segment de 
longueur / quand ses extrémités 
glissent sur les axes de coordon- 
nées. 

2067. Trouver l'enveloppe d’une 
famille de droites formant avec 
les axes de coordonnées un triangle 
d’aire constante S. 

2068. Trouver l'enveloppe des 
ellipses d’aire constante dont les Fig. 83 
axes de symétrie coïncident. 

2069. Etudier «les courbes discriminantes» des familles 
de courbes suivantes (C est le paramètre variable): 

a) .des paraboles cubiques y = (z — C); 

b) des paraboles semi-cubiques y? = (x — CŸ; 

c) des paraboles de Neile y = (x — C}; 

d) des strophoïdes (a + x) (y — C} = x° (a — x). 

2070. L'équation de la trajectoire d’un projectile lancé 
du point O avec une vitesse initiale v, sous un angle & avec 
l'horizontale (on néglige la résistance de l'air) est 


e 


£T* 
2v2cos a 


t2 


y=ziga— 


En prenant l'angle &« comme paramètre, on demande de 
déterminer l'enveloppe de toutes les trajectoires du projectile 


situées dans un même plan vertical (« parabole de sûreté ») 
(fig. 83). 


$ 17. Longueur d’un arc de courbe gauche 


La différentielle de l'arc d'une courbe gauche en coordonnées 
cartésiennes est 


ds= V'är3+ dy? + d2è 
où z, y, z sont les coordonnées courantes d'un point de la courbe. 
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Si 
z=z(t), y=y(t), 2=2(t) 


sont les équations paramétriques de la courbe gauche, la longueur de 
l’arc de courbe compris entre les valeurs t{ = t, et t = t: du paramètre 
est 


On demande de calculer la longueur de l’arc de courbe 
dans les exercices n°5 2071-2076 : 


2071. z=t, y=t, 2% de 1—0 à 1=2. 
2072. x=—2cost, y—2sint, = À de {1—0 à {= 1. 


2073. z=et cost, y—=etsint, z—et de t—0 à t arbi- 
traire. 


2074. y=+, 2=<% de z=0 à 6. 


2075. 2° — 3y, 2zy — 9z du point © (0, 0, 0) jusqu’au 


2076. y—aarcsin +, jure du point O(0,0, 0) 


7 4 a—7z 


jusqu’au point M (xo, Yo, 2o)- 
2077. La position d’un point à un instant £ (£ >> 0) quel- 
conque est donnée par les équations 


z—2t, y=ilnt, z=f6. 


Déterminer la vitesse moyenne du mouvement entre le 
instants t — 1°et £ — 10. 


$ 18. Fonction vectorielle d’une variable scalaire 


40. Dérivée d'unefonction vectorielle d’une 


+ + 
variable scalaire. La /onction vectorielle a = a (t) est dé- 
finie quand on se donne trois fonctions scalaires a, (1), ay (t) et a, (t), 
ses projections sur les axes de coordonnées, 


a = as) i+ ay (+ a: (0 
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La dérivée d'une fonction vectorielle a = a (t) par rapport à 
la variable scalaire t est une nouvelle fonction vectorielle définie par 
l'égalité 

da a(t+At)—a(t) das(t) +, daylt}+ da. (t) 
a . a — a _ dx pr y ce a: Lt) + 

a At ge Food log à 


Le module de la dérivée d’une fonction vectorielle est 


da | _ 
dt | 


+ + 
ARE gs du rayon vecteur variable r = r(t) décrit une courbe 
gauche 


+ + + + 
r=z(ti+y(ii+z(t)k 
appelée hodographe du vecteur r. 


La dérivée es est un vecteur tangent à l'hodographe au point 
correspondant, en outre 


dr __ ds 
d| à’ 
où s est la longueur de l’arc de l’hodographe comptée à partir d’une 
+ 
certaine origine. En particulier, z | = 1. 
. dr — | 
Si le paramètre t est le temps, A =vest le vecteur vitesse de l’ex- 
dr dv 
+ + 
trémité du vecteur r et — — w le vecteur accélération de l'ex- 


2 LA : — 
trémité du vecteur r. 


20. Principales règles de dérivation des 
RE vectorielles d'une variable sca- 
aire. 


2) TL (ma)=m , où m est un scalaire constant ; 


— 


d dp — da 


3) mr (ga)=— a+p-7, où (ti) est une fonction scalaire de t; 
d da» - db 
4) met=rb+as; 
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5) ne. XF ? 
_ da _dp. 
+ F4 + 
7) La. si |a|—const. 


E xemple 1. Le rayon vecteur d’un point mobile à un instant 
quelconque ét donné pa l'équation 
T= Li — 4 +38k. (1) 
Déterminer la trajectoire, la vitesse, l'accélération du mouvement. 
Solution. L'équation (1) se transcrit comme suit 
z=1, y= —48, : = 30. 


En éliminant le temps ft, on trouve que la trajectoire du mouvement 
cst la droite 


0  —4 3 
On détermine la vitesse du mouvement en dérivant l'équation (1) 
dr + 
sr = —8ti+6tk 
et l’accélération du mouvement 
dr 
La grandeur de la vitesse est 
dr So a à 
[= VI-8F+(69=10141. 


Remarquons que Fe est constante et est égale à 


= V(—8)+ 61-10. 


TE 
2078. _Démontrer que l'équation vectorielle Tr = 7, L 


= (r: — Tr) t, où r, et Tr sont les rayons vecteurs de deux 
points donnés, est celle d’une droite. 


2079. Définir les hodographes des fonctions vectorielles 
suivantes : 


: c)r =acost + bsint:; 
l*; d) r=acht+bsh t, 


où a, bet c sont des vecteurs constants, les vecteurs a et b 
étant perpendiculaires entre eux. 
2080. Calculer la dérivée de la fonction vectorielle 


a (9 = a (t) a (£), où a (t) est _une fonction scalaire et 


a° (t) un vecteur unitaire lorsque a a (t) est un vecteur varia- 
ble: 1) seulement en longueur, 2) seulement en direction, 
3) en longueur et en direction (cas général). Expliquer le sens 
géométrique des résultats obtenus. 

2081. En utilisant les règles de dérivation des fonctions 
vectorielles par rapport à une variable scalaire, établir la 
formule de dérivation _du produit mixte de trois fonctions 


vectorielles a, bet c. 
2082. Trouver la dérivée par rapport au paramètre £ du 
volume du parallélépipède construit sur les trois vecteurs 


a=i+ÿ+ rh; 
b=ui—j+r#k; 
C= À + +R 


2083. L' écation du mouvement est 


r = cost + 4j sin L, 


où t est le temps. Déterminer la trajectoire, la vitesse et 
l'accélération du mouvement. Construire la trajectoire du 
mouvement et les vecteurs vitesse et accélération pour 
t=0, i=Teti=—. 

2084. L'équation du mouvement est 


r = di cos t + 2j sin t + 3kt. 


Déterminer la trajectoire, la vitesse et l'accélération du mou- 
vement. Calculer les grandeurs de la vitesse et de l’accélé- 
ration du mouvement et déterminer leurs directions pour 


PL 
t=0 et =. 


2085. L'équation du mouvement est 


+ 
r — à cos & cos ot + jsine sin ot + k sin ot, 


où & et w sont des constantes et £ le temps. Déterminer la 
trajectoire du mouvement, les grandeurs et les directions de 
la vitesse et de l'accélération du mouvement. 
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2086. L’équation du mouvement d’un projectile (négli- 
geant la résistance de l'air) est 


2 —+ 


Pire k, 


— 
OÙ UofVox Voys Voz} eSt la vitesse initiale. Déterminer la 
vitesse et l'accélération pour t arbitraire. 

2087. Démontrer que si un point se déplace sur la para- 


bole y — — z — 0 de manière que la projection de la 
vitesse sur l'axe OX reste constante (F — const) , Son 
accélération reste aussi constante. 

2088. Un point se trouvant sur le filet d’une vis que l’on 
visse dans une poutre décrit l'hélice 


z—acos 0, y—asin6, z — h6, 


où 6 est l’angle de rotation de la vis, a le rayon de la vis 
et k la progression de la vis pour une rotation d’un radian. 
Déterminer la vitesse du mouvement de ce point. 

2089. Déterminer la vitesse d’un point qui se trouve sur 
la circonférence d'une roue de rayon a, animé d’un mouve- 
ment de rotation de vitesse 
angulaire w constante de ma- 
nière que son centre se déplace 
d’un mouvement rectiligne de 
vitesse constante 2. 


$ 19. Trièdre naturel 
attaché à une courbe gauche 


En chaque point non singulier 
M (zx, y, =) d’une courbe gauche 


r =r(t),on peut attacher un trièdre 
naturel formé par trois plans récipro- 
quement perpendiculaires (fig. 84) : 

1) le plan osculateur MM,M; 


dr ar, 
Fig. 84 contenant les vecteurs nm À n° 


+ 


2) le plan normal MM2:M; perpendiculaire au vecteur Ÿ et 


| 3) le plan rectifiqant MMM; perpendiculaire aux deux autres 
plans. 

L'intersection de ces trois plans donne trois droites: 1) la tan- 
gente MM, 2) la normale pricipale MM, 3) la binormale MM, dé- 


268 


finies respectivement par les vecteurs: 
+ 


1) T = _ (vecteur de la tangente); 
+ ES 

r : | 
a dé (vecteur de la binormale); 


3) N = B x T (vecteur de la normale principale). 
Les vecteurs unitaires correspondants sont 


2) B — 


— — — 
+ TT = B + NN 
=, =, V=— 

IT | |B] IW] 
et peuvent être calculés d’après les formules 

at 
= em 

TT, =, Fr xv 

=—— ; = à 
ds dt 
ds 


Si X, Ÿ, Z sont les coordonnées courantes d’un point de la tangen- 
te, l'équation de la tangente est de la forme 


X—2z Y—y Z—z 


Ts FT To" () 
où =: Ty= T,=+, de la condition de perpendicula- 
rité d'une droite et d’un plan, on en déduit l'équation du plan 
normal) 

Te (X — 2) + Ty(Y —y)+ T(Z— 2) = 0. (2) 


En remplaçant dans les équations (1) et (2) Tx, Ty, Tz par B,, By, 
B:, et N;, Ny, Nz on trouve respectivement les équations de la 
binormale et de la normale principale et respectivement celles du 
plan osculateur et du plan rectifiant. 

Exemple 1. Déterminer les principaux vecteurs unitaires 


+ —+ — 
T, V, B de la courbe 
z = t, =, z:=8 
au point { = f. 
Former les équations de la tangente, de la normale principale 
et de la binormale en ce point. 
Solution. Ona 


+ — — > 
r=tittj+tk 


et 
vs + — > 
= it 2j + 31%, 
dt 
dr +. 


D'où, pour t=1: 


.. à Vijk | 
8x1 23 |= 6 6ÿ+2#; 
dt ” dtë 
2 6 
N=BXT=|6 —62|=——221—16j +184. 
1 23 


+ ÉHOESK + —Sj+k + —11i—8/+9,E 
=>): P— De M ps + 


Va VS. V/266 


—— — 
Sn 


l’équation de la binormale et 
z—1 y—1 2—1 


= ss 


l'équation de la normale principale. 
Si l'équation de la courbe gauche est donnée par l'intersection 
de deux surfaces 


F(z, y, :)=0; Gi(zx, y, 2) = 0, 


—+ —+ 
à la place des vecteurs et = on peut prendre les vecteurs 


dr {dz, dy, dchet dr {dr, dy, d’z}, où une des variables zx, y, =: peut 
être considérée comme indépendante et sa différentielle seconde 
comme nulle. 

Exemple 2. Former l'équation du plan osculateur du cercle 


m+p+ti—=6, z+y+z—=0 (3) 


au point M (1, 1, —2). 
Solution. On a, différentiant le système (3) et en considé- 
rant z comme variable indépendante, 
zdz+ ydy+ zdz= 0, 
dr + dy+ d=0 


dat + dy + y My + di + z dz = 0, 
dy + diz = 0. 


et 
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En faisant z=1, y—1, z2— —2, on à 


dy= —dz; dz=Ù; 
2 53. PR Te 
Œy=—- dr : dz=- dit. 


Par conséquent, le plan osculateur est défini par les vecteurs 


(de de 0) àt 0 À des, À a} 


ou 
{1, —1, O0} et {0, —1, 1}. 


D'où le vecteur normal au plan osculateur: 


IE TR 
B—|1 _1 o|=—i—5—% 
0 —1 1 


et, par conséquent, son équation est 
1 (2 — 4) — (y — 41 — (+ 2 = 0, 
c'est-à-dire 


zty+:=0, 


ce : quoi on devait s'attendre, puisque notre courbe est située dans 
ce plan. 


2090. Déterminer les principaux vecteurs unitaires t, 
v, B de la courbe 
z—=1—cost, y —=siné, z—=t 


au point t=S. 


2091. Déterminer les vecteurs unitaires de la tangente 
et de la normale principale en un point quelconque de la spi- 
rale conique 


r = et (i cos & + j sin { + ). 
Déterminer les angles formés par ces droites et l’axe OZ. 


2092. Déterminer les principaux vecteurs unitaires ï, 
, B de la courbe 
= +, — 2x 
au point x = 2. 
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2093. Former les équations des droites formant le trièdre 
naturel en un point arbitraire de l'hélice 


z—=acost, y =asiné, z = blt. 
Déterminer les cosinus directeurs de la tangente et de la 
normale principale. 


2094. Former les équations des plans définissant le trièdre 
naturel attaché à la courbe 


+p+z=6, -p +2—-4 
au point M (1, 1,2). 


2095. Former les équations de la tangente, du plan nor- 
mal et du plan osculateur à la courbe 


z=t, y—=tË%, z—=t% au point M (2, 4,8). 


20956. Former les équations de la tangente, de la normale 
principale et de la binormale en un point quelconque de la 
courbe 


Déterminer les points en lesquels la tangente à cette courbe 
est parallèle au plan x + 3y + 2z—10=0. 

2097. Former les équations de la tangente du plan oscu- 
lateur, de la normale principale et de la binormale à la 
courbe 

t2 
T=t, y=—t, 2=— 
au point { = 2. Calculer les cosinus directeurs de la binor- 
male en ce point. 


2098. Former les équations de la tangente et du plan 
normal aux courbes suivantes: 


a)z=Recos t,y = Rsintcost,z— R sin t pour t — 


b)z=2 +y*, z=y au point (1,1,2); 
c) + y + 2 = 25,zx + z — 5 au point (2, 2 V3, 3). 
2099. Former les équations du plan normal à la courbe 


LS] 


z=2 —y", y = zx à l’origine des coordonnées. 
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2100. Former l'équation du plan osculateur à la courbe 
z=e, y—=et!, z—tV2 au point t = 0. 

2101. Former l’équation du plan osculateur aux courbes : 

a) +y + À —=9, 2 — y* — 3 au point (2,1,2); 

b) 2° = 4y, 2° — 24z au point (6,9, 9); 

C2 + À = a°, y? + z° — b* en un point quelconque 
(os 50: Zo)- 


2102. Former les équations du plan osculateur, de la 
normale principale et de la binormale à la courbe, 


RE : 
au point (1, 1,1). 
2103. Former les équations du plan osculateur, de la 
normale principale et de la binormale à l’hélice conique 
z = tcost, y = tsin tt, z = bt à l’origine des coordonnées. 


Déterminer les vecteurs unitaires de la tangente, de la nor- 


male principale et de la binormale à l’origine des coor- 
données. 


$ 20. Courbure et torsion d'une courbe gauche 


40. Courbure. On appelle courbure d’une courbe au point M 
le nombre 


où o est l'angle formé par les tangentes (angle de contingence) aux 


extrémités de l'arc MN de la courbe, As la longueur de cet arc. R s’a 
pelle rayon de courbure. Si la courbe est donnée par une équation de 


la forme r = r (s) où s est la longueur de l'arc, alors 


1 


—+ 
__| dèr 
À= 


"| ds? 


Dans le cas d’une représentation paramétrique générale, on a 


+ — 
dr L d?r 
1 _| dt dt° dt) 
"LEP 
dt 


18—0361 273 


20. Torsio n. On appelle torsion (seconde courbure) d'une courbe 
au point #{ le nombre 


où 6 est l'angle de rotation de la binormale (angle de contingence de 
seconde espèce) aux points de l’arc MN de la courbe. La grandeur p 
s'appelle le rayon de torsion ou rayon de seconde courbure. Si r = r (s), 
2 + — 
dr dîr dÿr 
ds ds? dsÿ 
dr \2 
ds3 ) 
où on prend le sisne moins ‘dans le cas où les vecteurs et v ont 
la même direction et le signe plus dans le cas contraire. 
Sir = r (1), où test un paramètre quelconque, alors 
+ + + 
dr d?r dir 
dt dti dis : 
ae (2) 
r r 
(SX 3) 
Exemple 1. Déterminer la courbure et la torsion de l'hélice 


—+ 
db 
ds 


L=r 
p 


he 
p 


ere cost+ ja sin £ + k bt (a > 0). 


Solution. Ona 


— 


dr + > Es nf 
7 = —tasin + ja cos t + kb, 
+ 
dr nd ses 
aa = ia Ccosi—Jasinf, 
+ 
d3r a in 
Gr = ta sin t— ja cos £. 
D'où 
À T  E 
dr d L bei Fr 2 
—acost —asint 0 
et 


+ + —dcsint acost b 
dr d?r .dÿr | —acost —asint 0 | —a*b. 
dt dt? di asinét —acost 0 
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Par conséquent, d'après [es formules (1) et (2), on a 
1 a Va +6: : a 


R (a? + b2)°/2 a° + b3 


et 


c'est-à-dire que la courbure et la torsi n de l’hélice sont constantes. 
30. Formules de Frenet 


+ — — — + sd + 
Dot er ib dd. 
ds Rd R'p' ds bp 


2104. Démontrer que si la courbure en chaque point 
d'une courbe est nulle cette courbe est une droite. 


2105. Montrer que si. la torsion en chaque point d'une 
courbe est nulle, alors cette courbe est plane. 
2106. Montrer que la courbe 


z=AÂ+H+H2Ë, y—=2—2+5À, z=1—À 
est plane; déterminer le plan dans lequel elle se trouve. 
2107. Calculer la courbure des courbes: 


a) z = cos f, 


y int, z—=cht au point { = 0; 
bp +7 


s 
1,y° — 2x + z = 0 au point (1, 1, 1). 


2108. Calculer la courbure et la torsion en un point 
arbitraire des courbes: 


a) z—e cost, y =e sint, z—e; 
b)z—=acht, y—asht, z—at (hélice hyperbo- 


lique). 


2109. Déterminer les rayons de courbure et de torsion 
en un point arbitraire (x, y, z) des courbes: 


a) x° — 2ay, a — Ga*z; 
b) z$ — 3p°y, 2xrz = p*. 


2110. Démontrer que les composantes tangentielle et 
normale de l'accélération w sont données par les formules 


+ du + — v2 —+ 


en D T1 
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où west la vitesse, À le rayon de courbure à la trajectoire, 


x et v sont les vecteurs unitaires de la tangente et de la 
normale principale à la courbe. 


2111. Un point se déplace uniformément avec la vitesse 


v sur l’hélice r=ia cos { + ja sin # + btk. Calculer son 
accélération w. 


2112. L'équation du mouvement est 
T=ti+ ti + PE. 
Déterminer aux instants £ = 0 et { — 1: 1) la courbure 


de la trajectoire et 2) les composantes tangentielle et nor- 
male de l'accélération du mouvement. 


CHAPITRE VII 
INTÉGRALES MULTIPLES ET INTÉGRALE S 
CUR VILIGNES } 


$ 1. Intégrale double en coordonnées rectangulaires 


40. Calcul direct des intégrales doubles. 
L'intégrale double d'une fonction continue f (x, y) étendue à un do- 
maine fermé borné S est, par définition, la limite des sommes inté- 
grales doubles correspondantes 


JU re pardg= im 2 Dinar, (1) 
2 


max 8x0 
(S max Ay,-0 ? 


OÙ Az = zj4s — ti, AY = y+1 — y et la somme étant étendue 
aux valeurs de i et de k telles que les points (z;, y») appartiennent au 
domaine $. 


Fig. 86 


20. Ordre des limites d'intégration dans 
une intégrale double. On distingue deux types fonda- 
mentaux de domaines d'intégration. 

1) Le domaine d'intégration S (fig. 85) est limité à gauche et à 
droite par les droites z = x; et x — r:(x2 > x1), en bas et en haut par 
les courbes continues y = q (z) (AB) et y = œ2 (x) (CD) [2 (x) > 
> qu (x)] coupées par la droite z = X (r, < X < r2) seulement en 
un point (voir fig. 85). Dans le domaine S$ la variable z varie de z; 
à x, et la variable y, pour x constant, de y; — qi (x) à ya = P2 (2). 


eit 


Le calcul de l'intégrale (1) peut se ramener à l'intégration d'une inté- 
grale simple d’après la formule 


X2 2x) 


ffrenea-(s | rena 
(S) Xi Pix) 
ga(x) 
où, quand ôn calcule Î f(x, y) dy, la grandeur z 
pi(x) 


est supposée constante. 

2) Le domaine d'intégration S est limité inférieurement et supé- 
rieurement par les droites y = y; et y = y2 (y: >> y1), à gauche et à 
droite par Îles courbes continues z—11(y) (4B) et z=— 
— 12 (9) (CD) li (u) SP: (v)], coupées par la droite y = Y (y, < 
< Ÿ < y2) Seulement en un point (fig. 86). 

_ De même que précédemment, on a 


ya  va(r) 
[1 le naed= | ay | fear, 
(S vi  Vi(y) 
va(u) 
en outre, dans l'intégrale f(x, y) dx 
Ÿ1(V) 


y est considérée constante. 

Si le domaine d'intégration n'’ap- 
partient pas à l’un des types de domaine 
que l’on vient de considérer, on tâche 
alors de le partager en domaines partiels dont chacun appartiendrait 
à l'un des deux types précités. 


Exemple 1. Calculer l'intégrale 


1 1 
= | az | (z + y) dy. 
0 zx 


Solution. 
1 ° { 
= (he (T(+h)-(rr)et 
0 0 


Exemple 2. Déterminer les limites d'intégration pour l’in- 
tégrale 


| | f (, y) dr dy, 


(S) 
si le domaine d'intégration S (fig. 87) est limité par l’hyperbole y? — 
— 2 = 1 et par les deux droites z = 2 et rx = —2 (on a en vue le 


domaine qui contient l’origine des coordonnées). 
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Solution. Le domaine d'intégration ABCD fig. 87) est 
limité par les deux droites x = —2 et x — 2 et les deux branches d'hy- 


perbole 
1+z et y-=— V1+7zt, 


c'est-à-dire que nous avons affaire à un domaine du premier typo. 
O 


n a 
2 V1+x 
le pard= (aæ | fena. 
(S) -2 Vita 
Calculer les intégrales doubles suivantes : 
2 3 5 
2113. | du (a+ 2y) dx. 2417. | dy | (z+ 2y)dr. 
0 | v2-4 
4 2 : 2x a 
y 
2114 faæf Se 2118. [ap | rar 
3 1 0 a sin ® 
x 
1 24 2 3 cos 
L 
2115, [ar (. 2119 | dp | rsnqdr 
0 0 Ed 
7 
2 x 1 V1-2x2 
2116. faæ En . 2120. | dz | VITE y dy. 
1 1 0 0 
Es 


Ecrire les équations des courbes limitant les domaines 
auxquels sont étendues les intégrales doubles ci-dessous et 
dessiner ces domaines: 


2 2—y 3 2x 
2121. | dy | f(x, y)dr. 2124. | æf f(æ, y) dy. 
6 2 x 
+ + 
x+9 3 V25-x2 
2122. FRE j JG y)dy. 2125. [ar [| jte, ya. 
0 0 
4 107 2 x+2 


2123. [ & | f(x, y). 2126. | dz | f(x, y) dy. 
0 y 1 


x3 
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Indiquer les limites d’intégration dans l’un et l’autre 
ordre dans l’intégrale double 


À À SC v) de dy 


(S) 


pour les domaines S indiqués ci-dessous. 

2127. S est un rectangle de sommets O (0, 0), À (2, 0), 
B (2,1), C (0,1). 

ETS S _est le triangle de sommets O (0, 0), À (1, O), 
B (1,1). 

2129. S est le trapèze de sommets O (0, 0), À (2, O), 
B (1,1), C (0,1). 

2130. S est le parallélogramme de sommets À (1, 2), 
B (2,4), C (2,7), D (1,5). 

2131. S est le secteur circulaire O0AB de centre au point 
O (0. 0) et dont les extrémités de l’arc de cercle sont les 
points À (1,1) et B(—1,1) (fig. 88). 


Fig. 88 


2132. S est le segment parabolique droit AOB, limité 
par la parabole BOA et le segment de la droite BA, passant 
par les points B(—1,2) et A (1,2) (fig. 89). 

2133. S est la couronne circulaire limitée par deux cir- 
conférences de rayons r — À et À — 2 de centre commun 


2134. S est limité par l’hyperbole y* — 1° — 1 et la cir- 
conférence 2° + y* — 9 (on a en vue le domaine qui contient 
l’origine des coordonnées). 

2135. Indiquer les limites d'intégration dans l'intégrale 
double 


| | f(x, y) dx dy 
(S) 
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Si le domaine S$S est défini par les inégalités 
a)z22>0;: y>0; r+y<iÂ; d) y>zr; z>—1; y<i; 
br+ty<e: D yLr< y + 2; 
c) + <z; 0 L<y<a. 
Changer l’ordre d'intégration dans les intégrales doubles 
suivantes : 
12x 2a Viax 


2136. [ à äz | f(x, y) dy. 2140. jé | f(x, y) dy. 
0 3x° 0 V2ax-x2 
2137. {a (re y)dy. 2141. (ay [ f(x, y) dz. 
9 2x 0 1-73 
a  Vai=m 4 V3 
2138. | | f(x, y) dy. 2142. { dy Î f(x, y)dr. 
0 az x? 0 u3 
à —— 
2139. j* f(z, y) dy. 
LE x R VR2-x2 
2143. | dz | f(x, y) dy + Î dx Î f(x, y) dy. 
0 0 R V2 0 
2 


x sin x : 


2144. { &z | f(x, y) dy. 
0 


0 


Calculer les intégrales doubles suivantes : 


2145. | | z dr dy, où S est le triangle de sommets O (0, 0), 


(S) 
A(t,1)et B(0, 1). 


2146. | x dx dy, où le domaine d'intégration S est li- 
(S) 
mité par la droite qui passe par les points À (2, 0), B (0, 2) 
et l’arc de cercle de centre au point C (0, 1) et de rayon 1 
(fig. 90). 


#81 


dr dy è : 
2147. 1 — Ve en , Où S est la partie du cercle de 


rayon a.de centre au point O(0, O0) appartenant au premier 
quart de plan. 


2148. ff V2 — y dx dy, où S est le triangle de sommets 
0(0,0), AU, —1) et B(, 1). 

2149. ff V'zy — y? dz dy, où S est le triangle de sommets 
0 (0, 0), AGO, 1) et B(4,1). 


A(2;0) À 
di 90 Fig. 91 


2190. 1] cb dx dy, où S est un triangle curviligne OAB, 


limité 5 ‘la Larabole ?—zx et les droites z=0, y—1 
(fig. 91). 


2151. ff T4 Là S est le segment de parabole limité 
(S) 


Cu 


par la parabole y=+ et la droite y=x. 


2152. Calculer les intégrales et dessiner les domaines 
auxquels elles sont étendues : 
x 1+cos x 


a) | dr y? sin x dy; 
ee] 

T EL 4 

2 1 2 3 cosy 
b) | & [ y* dy ; c) | dy | z° sin? y dz. 

0 Y Lx ) 

2 

On recommande de faire préalablement le dessin pour 

les exercices n° 2153-2157. 
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2193. Calculer l'intégrale double 


ff zy* dx dy 
(S) 
si S est le domaine limité par la parabole y? — 2pzx et la 
droite zx = p. 
2154*. Calculer l'intégrale double 


f| zy dr dy 
(S) 
étendue au domaine S limité par l'axe OX et le demi-cercle 
supérieur (zx — 2)°* + y* = 1. 
2155. Calculer |’ intégrale double - 
| | dx dy 
1) V2a—z 


où S est le cercle de rayon a tangent aux axes de coordon- 
nées et se trouvant dans le premier quart de plan. 
2156*. Calculer l'intégrale double 


ff y dr dy, 
(S) 


où S$ est le domaine limité par l’axe des abscisses et un arc 
de cycloïde 


z=R(t—sint) 
y = R (1 — cos ft). 
2157. Calculer l'intégrale double 
N zy dt dy, 
(S) 


où le domaine d'intégration S est limité par les axes des 
coordonnées et l’arc d'’astroïde 


z—=Reas it, y—=Rsin‘t (o<t<T) ‘ 


2158. Calculer la valeur moyenne de la fonction f (x, y)— 
= zy® sur le domaine S{<Lr<1, 0Ly<L1}. 


Indication. On appelle valeur moyenne de la fonction f (x, y) 
sur le domaine S Île se défini comme suit: 


T=+ | | Î (x, y) dx dy. 
(S) 
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2159. Calculer la valeur moyenne du carré de la distance 


du point M (x; y) du cercle (x — a} + y? < R° à l'origi- 
ne des coordonnées. 


$ 2. Changement de variables dans 
une intégrale double 
49. Intégrale double en coordonnées po- 
laires. Lorsqu'on passe dans une intégrale double en coordonnées 


rectangulaires (x, y) aux coordonnées polaires (r,œp), liées aux 
coordonnées rectangulaires par les formules 


z—=rcosSp, y = rsinp, 
on a la formule 


[1 fe ads [1 f (rcos @, r'sin ç)r dräq. “) 


Si le domaine d'intégration (S) est limité par les rayons r — a 
et r = B (a < B) et les courbes r — r; (p) et r — r2 (p) où r1 (œ) 
et r2 (p) (r1 (p) < r2 (p)) sont des fonctions uniformes sur le segment 
a < p< B, on peut alors calculer l'intégrale double d’après la formule: 


B ra(®) 


| | F (œ,r) rarde= | dp \ F(®, r)rdr 
(S) 2 r1(Q) 
où F(p, r)=f(rcos p, r sin). Quand on calcule l'intégrale 
re(®) 
F(q,r)rdr, 
r4(®) 


p est supposée constante. 
Si le domaine d'intégration n'appartient pas aux cas considérés, 
on le partage en domaines du type considéré. 


20. Intégrale double en coordonnées cur- 
vilignes. Dans le cas plus général, si dans l'intégrale double 


| | f(x, y) dx dy 
(S) 


on a besoin de passer des coordonnées zx, y aux coordonnées u, v liées 
aux coordonnées z, y par des fonctions continues et différentiables 


z= plu, v), y=Ÿ(u, v 


réalisant une correspondance biunivoque et bicontinue entre les points 
du domaine S du plan XY et les points du domaine S” du plan UV, 
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et le jacobien 


[= D (2, y) = du du 
D (u, v) Ôz dy 


conservant un signe constant dans le domaine S, alors la formule sui- 
vante 


| | f (æ, y) d2 dy = | Lo (a, v), Ÿ (u, v)]1 7 | du du 
(S) S’) 


est vraie. . 

Les limites de la nouvelle intégrale se déterminent suivant la 
règle générale d’après la forme du do- 
maine S’. 


Exemple 1. Après avoir passé 
aux coordonnées polaires, calculer 


FI Vi-a a à, 


(S) 
où le domaine S est le cercle de rayon 
R = 1 de centre à l'origine des coor- 
données (fig. 92). 
Solution. En posant z=r cos, 
y =rsin, on a 
VA—z y — 


= V1 — (r cos p}?—(r sin p)° = V1-r:. 


Puisque, dans le domaine S, la coordonnée r pour œ arbitraire 
varie de 0 à 1, et q varie de Oà2x,ona 


27 1 
2 
PRET | dp | rVi-rdr = T. 
0 0 


(S) 


Passer aux coordonnées polaires r et q et indiquer les 
limites d'intégration par rapport aux nouvelles coordonnées 
dans les intégrales suivantes: 


1 1 
2160. ja f(x, y) dy. 


2161. [ar | (V7 à. - 
0 0 
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2162. Î| f(x, y)dz dy, 
(S) 


où S est le triangle limité par les droites y=—zx, y= —7x, 
y = 1. 
1 - 1 
2163. | az | f(Z) dy. 
jæirta 
2164. f| f(x, y) dx dy, où S est le domaine limité par la 
(S) 
lemniscate 


(a+ y) = at (28 — pe). 
2165. Calculer l'intégrale double 


[| y ax dy 
(S) 


après avoir passé aux coordonnées polaires, où S est le demi- 
cercle de diamètre a et de centre 


au point C (5, 0) (fig. 93). 


2166. Après avoir passé aux 
coordonnées polaires, calculer l’in- 
tégrale double 


Fig. 93 [| (æ-+y) drag 
(S) 
étendue au domaine limité par la circonférence 2° + y? — 
= 2at. 
2167. Après avoir passé aux coordonnées polaires, calcu- 
ler l'intégrale double 


1] Va 25 — y dr dy, 


où le domaine d'intégration S est le demi-cercle de rayon a 
et de centre à l’origine des coordonnées situé au-dessus de 
l’axe OX. 

2168. Calculer l’intégrale double de la fonction f (r, ) = 
— r sur le domaine limité par la cardioïde r = a (1 + cos ) 
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et la circonférence r — a. (On a en vue le domaine qui ne 
contient pas le pôle). 
2169. Calculer l'intégrale 


a Va-x 
| à | V x? + y° dy, 
0 


0 


en passant aux coordonnées polaires. 
2170. Calculer l'intégrale 


[Va ar dy, 
(S) 


en passant aux coordonnées polaires, où le domaine S est 
une boucle de la lemniscate 


+= —-y) (20). 
2171*. Calculer l'intégrale double 
il V 1-5 ds dy, 
(S) 
étendue au domaine S limité par l’ellipse F+#=1, en 


passant aux coordonnées polaires généralisées 


T y : 
= Tr COS, + =rsing. 


2172**. Transformer 


C 


| a 1 y) dy 
0 ax 


(0 < &œ < Bet c > 0) en introduisant les nouvelles variables 
U—=Z+y, uv = y. 

2173*. Effectuer le changement de variables u = x + y, 
v —zxz—y dans l'intégrale 


(ae (6, y) dy. 
0 O0 


2174**. Calculer l'intégrale double 


| dx dy, 
(S) 


où S est le domaine limité par la courbe 


EP A 
a2 ! b2 } 7 Oh2  k3° 
Indication. Effectuer le changement de variables 


z = arCcoS®, y = brsin y. 


$ 3. Calcul des aires 


19, Aires en coordonnées rectangulaires 
L'aire d’une figure plane S est 


s=({a dy. 
LD 


Si le domaine S est donné par les inégalités a < r < b, @ (x) < 
<y<VŸ(z), on a 
b (x) 
s=| dx | dy. 
a  q{x) 


20. Aire en coordonnées polaires.Sile domaine S 
en coordonnées polaires r et œ est donné par les inégalités a << q < 


<B,<r<F(p), on a 


B  F(o) 
S = | | räpar= | dœ | r dr. 
(S) œ  f(9) 


2175. Construire les domaines dont les aires sont don- 
nées par les intégrales: 


2 x+2 a Va3=y2 
a) 3 J dy; D) | # à dz. 


Calculer ces aires et changer l'ordre d'intégration. 
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2176. Construire les domaines dont les aires sont données 
par les intégrales: 


TI 
arctg 2 3seco 2 a (1+cos q) 
a) | dy | rdr; b) | dœ r dr. 
ELE U LH a 
[A 2 


Calculer ces aires. 

2177. Calculer l'aire de la figure limitée par les droites 
z=Yy,z=2y,z+y=a,z +3y=a (a > 0). 

2178. Calculer l'aire de la figure située au-dessus de 


l'axe OX et limitée par cet axe, la parabole y* = 4azx et la 
droite zx + y = 3a. 


2179*. Calculer l'aire de l’ellipse 
(y — zx} + z° = 1. 


2180. Calculer l’aire de la figure limitée par les para- 
boles 


y = 107 + 25 et y* = —6x + 9. 


2181. Après avoir passé aux coordonnées polaires, calcu- 
ler l'aire de la figure limitée par les courbes 


Hp = 2x, É+y = 42, y=x2, y =0. 


2182. Calculer l'aire de la figure limitée par la droite 
r cos @ = 1 et la circonférence r — 2. (On a en vue la figure 
qui ne contient pas le pôle). 

2183. Calculer l'aire de la figure limitée par les courbes 


r—=a(i+cosp) et r =acosp (a > 0). 
2184. Calculer l’aire de la figure limitée par la courbe 


22 | y2\2 22 y? 
(+5) =5 +5. 


2185*. Calculer l'aire intérieure à l'ellipse 
(zx — 2y + 3Ÿ + (3x + 4y — 1}° = 100. 
2186. Calculer l'aire du quadrilatère curviligne limité 
par les arcs de paraboles 2° = ay, 2° = by, y* = ax, y* = fz 
O<a<b, 0<a<$). 


19—0361 2599 


Indication. Introduire les nouvelles variables u et v er 
posant 
= uy, y? = vx. 
2187. Calculer l’aire du quadrilatère curviligne limité 
par les arcs de courbes y* — ax, y* — bzx, zy = a, xy =8$ 
(0<a< bd, 0< « < B). 


Indication. Introduire les nouvelles variables uw et v en 
posant zy = u, y? = vz. 


$ 4. Calcul des volumes 


Le volume V d'un cylindre limité supérieurement par une surface 
continue z = f (x, y), inférieurement par le plan z = 0 et latérale- 
ment par une surface cylindrique droite ayant pour trace sur le plan 
XOY le domaine S (fig. 94) est 


V = |] Î (x, y) dr dy. 


2188. Exprimer à l’aide d’une intégrale double le volume 
de la pyramide de sommets O (0, 0, 0), À (1, 0, 0), B (1, 1, 0) 
et C (0, 0,1) (fig. 95). Indiquer les limites d'intégration. 


à C(0:0;1) | 


A(1;0:0) 


Fig. 94 Fig. 95 


Pour les exercices n° 2189-2192 dessiner le corps dont 
le volume est donné par les intégrales doubles: 


1 1-x 2  V1-2x1 
2189. jee | G—z—nar Su Los (1— zx) dy. 


2 2-x 2 2 
2190. Le | (4—z—y)dy. 2192. je (4—2— y) dy. 


© 
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2193. Dessiner le corps dont le volume est donné par l'in- 
tégrale 


a Vai-x? 
| dx | Va x y" dy, 
0 


0 


et, à l’aide de considérations géométriques, calculer cette 
intégrale. 

2194. Calculer le volume du corps limité par le parabo- 
loïde elliptique z = 22° + y* + 1, le plan x + y — 1 et les 
plans de coordonnées. 

2195. Un corps est limité par le paraboloïde hyperboli- 
que z = 2° — y* et les plans y = 0, z = 0, x = 1. Calculer 
son volume. 

2196. Un corps est limité par le cylindre 2° + 2° = a? 
et les plans y = 0, z = 0, y — x. Calculer son volume. 

Calculer les volumes des corps limités par les surfaces 
suivantes : 


2197. az = y°, + =r, z=t. 

2198. y = Vx, y=2V7x, z+z—=6, z=0. 

2199. z 2 +y, y—=2", y —=1, z =0. 

2200. z+y+z—a 3+y—a +zr+y—ay=— 
=0, z=0. 

2 2? b 

2201. +1, y=—z, y=0, z—0. 

2202. 2° + y* = 2ax, z = ax, z = fr («œ > B). 

Employer les coordonnées polaires et les coordonnées 
polaires généralisées pour les exercices n° 2203-2211. 

2203. Calculer le volume total du corps intérieur au 
cylindre 2° + y* = a° et l’hyperboloïde 2x? + y? — 2? — 
= —ù. 

2204. Calculer le volume total du corps intérieur au cône 
2(&2 +y)—Z%—=0 et l'hyperboloïde 2x? + y° — 2° — 
— 0? 


2205. Calculer le volume du corps limité par les surfaces 


2a3 = +ÿ, +yS—z — à, z—=0. 
2206. Calculer le volume de l’ellipsoïde 


2 2 2 
FH +é 
2207. Calculer le volume du corps limité par le parabo- 
loïde 2az = z° + y* et la sphère 2° + y° + z? — 3a°. (On 
a en vue le volume intérieur au paraboloïde.) 
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2208. Calculer le volume du corps limité par le plan 
XOY, le cylindre z° + y° — 2ax et le cône 2° + y? — 7°. 
2209. Calculer le volume du corps limité par le plan 
XOY, la surface z — ae-(*+v°) et le cylindre z° + y° — R*. 
2210. Calculer le volume du corps limité par le plan 


XOY, le paraboloïde z — + et le cylindre + 


y? z 
Va 0 
2211. Dans quel rapport l'hyperboloïde D +yÿ — À — 
— a? partage le volume de la boule 2° + y° + z < 3a° 
2212*. Calculer le volume du corps limité par les surfaces 
z=0(z>0, 


z=z+y,zy = AÂ1,2zy = 2,y = zx, y = 2x, 
y > 0). 


$ 5. Calcul des aires des surfaces 


L'aire © d’une surface uniforme à plan tangent variant continü- 
ment z = f (x, y) et de projection sur le plan XOY le domaine S est 


“ii v1+(2)+(2) +5) az dy. 


2213. Calculer l’aire de la portion de plan + ++ —1 


comprise entre les plans de coordonnées. 

2214. Calculer l'aire de la portion de la surface du cylin- 
dre 2? + y? — R° (2 > 0) comprise entre les plans z — mx 
et z=nz (m>œn> 0). 

2215*. Calculer l’aire de la portion de la surface du cône 
2° — y = 7° comprise dans le premier dièdre et limitée par 
le plan y+z=a. 

2216. Calculer l'aire de la portion de la surface du 
cylindre 2° + y? — ax découpée par la sphère z° + y? + 22 = a?. 

2217. Calculer l’aire de la portion de la surface de la 
sphère 2° + y? + z° = a? découpée par la surface 


Et. 


2218. Calculer l'aire de la portion de la surface du para- 
boloïde y° + z° = 2ax comprise entre le cylindre y° = ax 
et le plan z = a. 
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2219. Calculer l’aire de la portion de la surface du cy- 
lindre 2° + y* — 2ax comprise entre le plan XOY et le cône 
+  %. 

2220*. Calculer l'aire de la portion de la surface du cône 
2x? — y — 7 intérieure au cylindre 2? + y* = 2az. 

2221*. Démontrer que les aires des portions des surfaces 
des paraboloïdes 2° + y* — 2az et x° — y* — 2az découpées 
par le cylindre 2° + y? — R° sont égales. 

2222*. On découpe une boule de rayon a par deux 
cylindres circulaires tangents le long d’un des diamètres de 
la boule et de diamètre de base égal au rayon de la boule. 
Calculer le volume et l'aire de la surface restante de la 
boule. 

2223. On découpe dans une sphère de rayon a une 
ouverture de base carrée de côté égal à a. L’axe de l’ouver- 
ture coïncide avec le diamètre de la boule. Calculer l’aire 
de la portion de sphère découpée par l'ouverture. 

2224*. Calculer l'aire de la portion de l'hélice z — 


€ arctg + contenue dans z > 0, y >0, z > 0 et inté- 
rieure aux cylindres 2° + y? = a* et 2° + y° = b*. 


$ 6. Applications mécaniques de l'intégrale double 


190. Masse et moments statiques d'une pla- 
que. Si S est un domaine du plan XOY et p (x, y) la densité superfi- 
cielle de cette plaque au point (z, y), alors la masse M de cette plaque 
et ses moments statiques M ret M y par rapport aux axes OX et OY sont 
donnés par les intégrales doubles 


M= [5 P(s )ardy, Mx= [1 yP(z, y) dr dy, 


My= (2e nasdy. (1) 
(S) 
Si la plaque est homogène, on a p (x, y) = const. 


20, Coordonnées du centre de gravité d'une 
plaque. SiC (x, y) est le centre de gravité d'une plaque, on a 


] 
& | 
[ 


TZ 


où M est la masse de la plaque et Mx, My ses moments statiques par 
rapport aux axes des coordonnées (voir 10). Si la plaque est homogène, 
on peut poser p — 1 dans les formules (1). 
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30. Moments d'inertie d'une plaque. Les moments 


d'inertie d'une plaque par rapport aux axes OX et OY sont respecti- 
vement 


Ix= || ocanaa, = [pa maa. € 
(5) {S) 


- 


Le moment d'inertie d’une plaque par rapport à l’origine des coordon- 
nées est : 


L= | | @+u9)p(2 9) de dy x +ir. (3) 
(S) 


En faisant p (x, y) — 1 dans les formules (2) et (3), on a les moments 
d'inertie géométriques d’une figure plane. 


2225. Déterminer la masse d’une plaque circulaire de 
rayon À si sa densité en un point quelconque est proportion- 
nelle à la distance de ce point au centre et est égale à 6 sur 
le bord de la plaque. 


Fig. 96 Fig. 97 


2226. Une plaque a la forme d’un triangle rectangle de 
côtés OB = a et OA = b; en outre, sa densité en un point 
quelconque est égale à la distarce de ce point au côté OA. 
Calculer les moments statiques de la plaque par rapport 
aux côtés OA et OB. 

2227. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la 
figure OmAnO (fig. 96) limitée par la courbe y = sin z 
et la droite OA qui passe par le centre des coordonnées et 


le sommet À (<=. 1) de la sinusoïde. 


2228. Calculer les coordonnées du centre de gravité 
de la figure limitée par la cardioïde r = a (1 + cos œ). 
2229. Calculer les coordonnées du centre de gravité 


d’un secteur circulaire de rayon a et d'angle au sommet 2x 
(fig. 97). 
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2230. Calculer les coordonnées du centre de gravité 
de la figure limitée par les paraboles y* — 4x + 4 et y* — 
= —27 + 4. 

2231. Calculer le moment d'inertie par rapport à l’axe 
OX du triangle limité par les droites x + y —2,zx—2,y—2. 

2232. Déterminer le moment d'inertie d'une couronne 
cylindrique de diamètres d et D (d< D): a) par rapport 
à son centre et b) par rapport à son diamètre. 

2233. Calculer le moment d'inertie d'un carré de côté 
a par rapport à l'axe qui passe par son sommet et qui est 
perpendiculaire au plan du carré. 

2234*. Calculer le moment d'inertie par rapport à la droi- 
te y — —a du segment de parabole y® — ax, délimité par la 
droite x — a. 

2235*. Calculer le moment d'inertie par rapport à la 
droite x — y de la figure limitée par l'hyperbole zy = 4 
et la droite zx + y = 5. 

2236*. Dans une plaque carrée de côté a, la densité en 
un point quelconque est proportionnelle à la distance de ce 
point à l’un de ses sommets. Calculer le moment d'inertie 
de la plaque par rapport à un des côtés qui passent par ce 
sommet. 

2237. Calculer le moment d'inertie de la cardioide 
r — a (1 + cos ) par rapport au pôle. 

2238. Calculer le moment d'inertie de la figure limitée 
par la lemniscate r° — 2a* cos 2 par rapport à l'axe perpen- 
diculaire à son plan et qui passe par le pôle. 

2239*. Calculer le moment d'inertie par rapport à l’axe 
OX d'une plaque homogène limitée par un arc de cycloïde 
z=a(t—sint), y — a (1 — cos t) et l'axe OX. 


$ 7. Intégrales triples 


19, Intégrale triple en coordonnées rec- 
tangulaires. L'intégrale triple de la fonction f (x, y, =) étendue 
au domaine V est, par définition, la limite des sommes intégrales tri- 
ples correspondantes: 


ff{ f(x, y, :) dx dy dz — lim 
max dx 


V 


D Y ÿ f (zi, Yj, 5x) ArsAyyAzx. 


k 


0 
max Ay.—0 J 
max A2,,—0 


Le calcul de l'intégrale triple se ramène au calcul successif de trois 


intégrales simples ou au calcul d’une intégrale double et d’une inté- 
grale simple. 
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E xemple 4. Calculer 


I = | | | z3y°z dx dy dz, 
(V) 
où le domaine V est défini par les inégalités 
OLrsi, OLy<Lz, 0OLz<K zy. 
Solution. Ona 
1 x xy 


| 

1= | az | dy | ayez dr | 
0 0 0 0 

x 


1 x 1 1 ; 
Sr 5 5 10 
| = y=| LE = | Pod 
| ane 5 5] 1 110 * 
0 0 0 0 Ô 
Exemplo 2. Calculer 
J'{ [22 a dy ds 
(V) 


étendue à l’ellipsoïde 
1° 2 2 
atytact 


Sulution. 


a a 
| | | # ar dyds= | x? dr ff ay az= | Z°S yz Az, 
—a (Suz) 


(V) a 
72 


« . . . , . 2 z 
où S,- est la figure limitée par l'ellipse ti, = 
— const, et est égale à 


zè x? x 
Sy 1 ne 5: V1-#- bc (1-5) . 


On a donc finalement : 


2 dx dy d aie 
ff: dy :=nx | z ( —+) = 74 c. 
(V) a 

20. Changement de variables dansuneintégrale 
triple. Si dans l’intégrale triple 


Nil { (=, y, 2) dr dy de 
ÿ) 
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on a besoin de passer des coordonnées zx, y, z aux coordonnées u, v, 
w qui sont reliées aux coordonnées x, y, z par les fonctions z =  (u, 
v, &w), y =%Ÿ(u, v, w), z = Y%{(u, v, w), où les fonctions ®, Ÿ, %: 

1) sont continues ainsi que leurs dérivées partielles premières, 


M(r;p;h) 


Fig. 98 Fig. 99 


2) établissent une correspondance biunivoque et bicontinue entre 
les points du domaine d'intégration V dans l'espace XYZ et les points 
d’un certain domaine V’ dans l’espace UVW, 

3) ont un déterminant fonctionnel (jacobien) 


0x ÔOx 07 
Ou Ov Ov 
__D(z,y,2) _|0y Ôôy ôy 
7 Di{u,v,w) | du dv ôv 
0z z 7 
ou dv Ov 


qui conserve un signe constant dans le domaine V, alors on peut se 
servir de la formule 


| | | f(z, y, 2) dr dy dr = 
(V) 
= | ff flp(u, v, w), bu, v, w), y (u, v, w)]| 7] du dv dw. 
(V7) 


._ Er particulier, 1) pour les coordonnées cylindriques r, q, h (fig. 98), 
où 
, T=rcos®p, y=rsing, z—=h, 
on trouve que 7 = r, 


2) pour les coordonnées sphériques ®, %, r (® est la longitude, 
% la latitude, r le rayon vecteur) (fig. 99), où 


z = rCOSŸ COS P, y —=rcosbsinp, z—=rsinwŸ, 
on a Î{ = r? cos Ÿ. 
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Exemple 3. Après avoir passé aux coordonnées sphériques, 
calculer 


| | | Va + y +5 drdyd:, 
(V) 


où V est la boule de rayon R. 
Solution. Pour la boule, les limites de variation des coor- 
données sphériques œ (longitude), 1 (latitude) et r (rayon vecteur) sont 


x TI 
0<p<2x, SET LL 7 » O<Lr«< À. 
C2 a+ 


Donc, on a 


PL 6 
2x ra R 
| | | Va + ut + 2 dr dyd: = [ dp | d | r r° cos Ÿ dr = xR4. 
(44) 0 x 0 


30. Applications des intégrales triples. 
Le volume d’un domaine à trois dimensions de l’espace XYZ est 


V = | [ | dx y dz. 
(V) 


La masse d’un corps occupant un domaine ŸV est 


m=\\ v (x, Y, 2) dx dy dz, 
(V) 


où y(z, y, z) est la densité du corps aux points (x, y, 2). 
Les moments statiques d'un corps par rapport aux plans de coor- 
données sont 


Mxy = | Î | v(z Y» 2) z dr dy di; 
(V) 
My:7= | ( | vY (zx, y, z) x dx dy dz; 
C1) 
Mzx= | [Üyee v, Dudrayas. 
(V) 
Les coordonnées du centre de gravité sont 


Myz  -_ Mzx Mxy 
M M M 


Si le corps est homogène, on pose y (x, y, z) — 1 dans les for- 
mules qui donnent les coordonnées du centre de gravité. 
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L— , 2 —= 


Les moments d'inertie par rapport aux axes de coordonnées sont 


Ix= | TT or+e)vte y, 9 dcay ds 


#=j|] (22 +22) + (x, y, z) dx dy dz; 


1z= | [] (22 + y?) y (y, 2) dr dy d2. 
( 


En faisant dans ces formules y (z, y, z) — 1, on trouve les mo- 
ments d'inertie géométriques du corps. 
A. Calcul des intégrales triples 
Indiquer les limites d'intégration dans l'intégrale triple 
ff Î(z, y, z) dx dy dz 
(V) 
pour les domaines V suivants. 
2240. V est le tétraèdre limité par les plans 
TEyEz= 1, 2—=0,; y—=0; z= 0 
2241. V est le cylindre limité par les surfaces 
+y = R°, y—=0, z — H. 


2242*. V est le cône limité par les surfaces 


2 2 
TZ yè 2 
"a? D2 — cè 9 Zz = C. 


2243. V est le volume limité par les surfaces 
_Zg=1—-—%ÿ, 2 — 


Calculer les intégrales suivantes: 


1 
2244. fear —- 


_ Ver LEXTE 
2 2Vx 2 


2245. Le dy z dz. 
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a  Vai-xi Vañ-x3-yi à 
m6. | à dy 7e - 


2248. Calculer 
| | dz dy dz 
G+y+2+1) ? 
(V) 
où V est le domaine d'intégration limité par les plans de 


coordonnées et le plan x + y + z = 1. 
2249. Calculer 


[TT tæ+y+ 2) dx dy de, 


(V) 


où V (domaine d'intégration) est la portion commune au 
paraboloïde 2az > r° + y® et à la boule + +A2< 
< 3a*. 
2250. Calculer 
Hi z° dr dy dz, 
(V) 


où Ÿ (domaine d'intégration) est la portion commune aux 
boules 2° + y° + 7° < R° et 2° + y° + << 2Rz. 


2251. Calculer 
| | | z dx dy di, 


(V) 
où V est le domaine limité par le plan z2—0 et la demi-el- 
2 2  : 7»2 
lipsoide supérieure tits 1. 
2252. Calculer 


2? y? 22 
[TE +H +) drdyas, 
(V) 
où V est l'intérieur de l'ellipsoïde #+-# + #1. 


2253. Calculer 
il z dx dy dz, 
(V) 


où Ÿ (domaine d'intégration) est limité par le cône 7° — 
3 
= (c°+ y?) et le plan z—. 


2254. Après avoir passé aux coordonnées cylindriques, 


calculer : 
fif dx dy dz, 
(V) 


où V est le domaine limité par les surfaces 2° + y?+z?—2Rz, 
+y—7 et contenant le point (0,0, R). 
2255. Calculer 


2 V2x—x2 a 
{ d | dy [2 VE + y &, 
0 U 0 


après avoir passé aux coordonnées cylindriques. 
2256. Calculer 


2r Vars  Vin=aey 
| dx | dy | dz, 
0 = V2rx-xi 0 
après avoir passé aux coordonnées cylindriques. 
2257. Calculer 
R VA VAE 
fé | à | «+4, 
<R  _VRi=x ù 


après avoir passé aux coordonnées sphériques. 
2258. Après avoir passé aux coordonnées sphériques, 
calculer l'intégrale 


[if Vzt+ y? + 2 dr dy dz, 
(V) 
où V est l'intérieur de la boule 2°? + y* + 7° < zx. 


B. Calcul des volumes à l'aide 
des intégrales triples 


2259. Calculer, à l’aide d’une intégrale triple, le volume 
du corps limité par les surfaces 


y? = 4a° — Sax, y = ar, 2 = +Hkh. 
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2260**. Calculer le volume de la portion du cylindre 
2° + y° = 2ar comprise entre le paraboloïde x° + y? — 2az 
et le plan XOY. 

2261*. Calculer le volume du corps limité par la sphère 
2? + y* + À = a° et le cône z° = z° + y* (l'extérieur par 
rapport au cône). 

2262*. Calculer le volume du corps limité par la sphère 
x + y + z = 4 et le paraboloïde z° + y — 3z (l’inté- 
rieur par rapport au paraboloïde). 

2263. Calculer le volume du corps limité par le plan XOY, 
le cylindre 2 + y* = az et la sphère 2° + y° + 2% — a° 
(l’intérieur par rapport au cylindre). 

2264. Mer pu le volume du corps limité par le parabo- 


loïde ++ = 2 et le plan x = a. 


C. Applications mécaniques et physiques 
des intégrales triples 


2265. Déterminer la masse M d'un a de rec- 
tangle 0<Lrz<a 0<Ly<Lb,0<z<c, si la densité au 
point (zx, y,ae est p (x, y, 2) = z+y+z 

2266. On découpe dans la boule 2° + ÿ + À < 
z >0, y > 0, z>0 un corps OABC limité aux nos Fe 


? e 4 
coordonnées et au plan + 


++=1 (ace, bc) (fig. 100). 


Déterminer la masse de ce 
corps si la densité en chaque 
point (x.y,z) est égale à la 
cote de ce point. 

2267*. Dans un corps ayant 
la forme d’une demi-sphère 
+p+tz2Z<La, z>0, la 

Fig. 100 densité d’un point quelconque 

varie proportionnellement à la 

distance de ce point au centre de la sphère. Déterminer 
le centre de gravité de ce corps. 

2268. Déterminer le centre de gravité d’un corps limité 
par le paraboloïde y* + 22° = 4x et le plan x = 2. 

2269*. Déterminer le moment d'inertie d'un cylin- 
dre circulaire de hauteur h et de rayon de base a par rapport 
à l'axe servant de diamètre à la base du cylindre. 
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2270*. Déterminer le moment d'inertie d’un cône circu- 
laire de hauteur k, de base a et de densité p par rapport 
au diamètre de la base. 

2271**. Déterminer la force d'attraction exercée par un 
cône homogène de hauteur », d'angle au sommet & (suivant 
la section axiale) sur un point matériel de masse unité situé 
au sommet du cône. 

2272**. Montrer que la force d'attraction d’une boule 
homogène sur un point matériel extérieur à la boule ne varie 
pas si toute la masse de la boule est concentrée en son 
centre. 


$ 8. Intégrales impropres dépendant d’un paramètre. 
Intégrales multiples impropres 


19. Dérivation parrapport à un paramètre. 
Si certaines restrictions sur les fonctions f (x, a), f, (r, a) et des 


intégrales impropres correspondantes sont vérifiées, on a alors la 
règle de Leibniz 


© 


+ | f(x, a) d= | fa (x, a) dz. 


Exemple 1. Calculer en dérivant par rapport au paramètre 


C ea Be 

| de («> 0,B>0). 
0 

Solution. Posons 


pa -ax3 _ ,—-px? 
[= F (a, B). 
0 


Alors 


0 © 
9F (@, B) _ ze” x? mt. -ax2 1 
da 2 


D'où F (a, B)= + Ina<+C (B). Pour déterminer C (B), faisons dans 


cette dernière égalité æ«=—$. On trouve 0— —+InB+C(B). 
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1 


F Inf. Par conséquent, 


D'où C'(B)=— 


8 | 


F(@, B)= —+in a+ In B=5ln 


20. Intégrales doubles et triples impro- 
pres. 
a)Cas d'un domaine infini. Si la fonction f (x, y) 
est continue dans le domaine infini S, on pose 


. 


| | fe, 9) ds dy= lim | | f (æ, y) ds dy, (0 


(S) (o) 


où © est un domaine fini complètement intérieur à S, 6 + S signifie 
que nous dilatons le domaine © suivant une loi arbitraire de manière 
qu’il englobe tous les points du domaine S. Si la limite du second 
membre existe et est indépendante du choix du domaine ©, on dit 
que l'intégrale impropre correspondante est convergente, dans le cas 
contraire divergente. 

Si la fonction’à intégrer f (x, y) est non negative (f (x, y) > 0), 
alors, pour la convergence de l'intégrale RES re, il est nécessaire 
et suffisant que la limite du second membre de Pégalité (1) existe au 
moins pour un système de domaines © couvrant le domaine S. 

b)Cas des fonctions discontinues.Sila fonction 
f (z, y) est partout continue sur le domaine ferme fini S sauf au point 
P (a, b), on pose 


1] f(x, y) dz dy rie j| (z, y) dz dy, (2) 


Ü 


où S, est le domaine obtenu du domaine S en y retranchant un petit 
domaine de diamètre e contenant le point P. Au cas où la limite (2) 
existe indépendamment de la forme des domaines retranchés, l’inté- 
grale impropre considérée est dite convergente et dans le cas contraire 


divergente. 

Si f(z, y) > 0, la limite du second membre de l'égalité (2) ne 
dépend pas de la forme des domaines retranchés; en particulier, on 
peut prendre les cercles de rayon . et de centre au point P. 


Les notions d'intégrales doubles impropres se définissent faci- 
lement dans le cas des intégrales triples. 


Exemple 2. Etudier la convergence de l'intégrale 
dz dy 
rer: G) 
(S) 
où S est tout le plan XOY. 
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Solution. Soit © un cercle de rayon p et de centre à l'origine 
des coordonnées. En passant aux coordonnées polaires, on a pour 
pi: 


Lt à ET LÈs [a TAF 


2)1- 
_ f3 1 Li P ’ dp= (+ pr) — 1]. 


Si p<1, alors ne ar nu et l'intégrale diverge. De 
O— p-r00 


et l'intégrale converge. Pour 


mème, si p > 1, alors lim 7 (o)— _ 
p-+00 p—1 


p=1i On ga 
2x p 
r dr à 
I (6) = | d | 1x =%n (1+p?}); lim Z (6) oo 
+ T* p-+00 
0 0 


c'est-à-dire que l'intégrale diverge. 
Ainsi, l'intégrale (3) converge pour p > 1. 
2273. Calculer f’(x), si 
f()= few ay (e>0) 
E < 


2274. Démontrer que la fonction 


+ 
u — | #1; dz 
_ J #+(4—2} 


satisfait à l'équation de Laplace 
ou Ou 
da T'oge EE = 0. 


2275. La transformée de Laplace F (p) de la fonction f (t) 
est donnée par la formule 


F(p}= | etÿ (8) àt. 


0 


Calculer F(p) si: a) f(t)}—=1; b) f(t)—=ett; c) f(t)= 
= sinft; d) f(t)= cosft. 
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2276. Calculer l'intégrale 
1 
EE In z dx 
0 
à l’aide de la formule 
1 
L .. 
La Idr=— (n>0). 
2277*. À l’aide de la formule 


un: (p>0), 


calculer l'intégrale 


| e-rtdt. 
Ù 


En appliquant la dérivation par rapport au paramètre, 
calculer les intégrales suivantes : 


e __,-Bx 
2278. [— © ÿr (a>0, B>0). 
0 
- ( e-ax ePx . 
2279. | sinmrdr (a>0, B>0). 
| Û 
C _arctgaz 
2280. es de 
1 
In (1— œ°x°) 
2281. far & (læ|<1). 
0 
2282. fe ox Sins q, 
Égz (a>0). 
0 


Calculer les intégrales impropres suivantes : 


C0 © 


2283. | az | e—(x+u) dy. 


0 
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a FS , où S est le domaine défini par les 


inégalités z> 1, y? > ri. 


ii F | mas (670) 
2287. nine d'Euler-Poisson définie par la formule 
I = | e-* dx peut encore s'écrire Z — | e-v* dy. Calculer J 


Û 0 
en multipliant ces formules puis en passant aux coordon- 
nées polaires. 


O0 © ed az 
2288. Calculer dz dy CRE ETC 
Etudier la convergence des intégrales doubles impropres : 
2289**, | {In Vre+y dx dy, où S est le cercle r°+y?<1 
(S) 


2290. re RCE , où S est le domaine défini par 
1 (+7) 


l'inégalité 2?+y?>1 («extérieurs du PRES 


dr d : 
2291. ff Tes = , où S est le carré |z|<1, |y|<1. 


2292. | (eue , Où V est le domaine défini 
(+242) 


par l'inégalité 2° +y+7?>1 («extérieur» de la boule). 


$ 9. Intégrales curvilignes 


19. Intégrales curvilignes de première es- 
pêce. Soit f(x, y) une fonction continue et soit y = œ (zx) [a < 
< z < b] l'équation d’une courbe C à tangente variant continü- 
ment. 

Choisissons un système de points M1 {er ya) ( = 0, 

.., #) qui divisent la courbe C en arcs él 


mentaires POI I ‘As, 
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n 
et formons la somme intégrale S,— > f (ze, ya) Ass. La limite de 
i=1 
ces sommes pour nr —+ co avec max As; > 0 est, par définition, l’in- 
tégrale curviligne de première espèce 
nr 
lim ÿ f (zi, Yi) asi= | f(z, y) ds 
n—+00 
i={ C 
(ds est la différentielle de l'arc) et se calcule d’après la formule 


b 
| f(x, y) as= | fa, p(z)) Vi+(p’ (x))* ds. 
C a 


Dans le cas où la courbe C est donnée sous forme paramétrique 
z=qpl{t), y=vp(t), [a L<t<BI, ona 


| f (x, y) ds = 
6 
B 
= | LU), b() V2 + PEU àt. 
0 | x A 


Fig. 101 On considère aussi les intégrales curvili- 

8: gnes de première espèce des fonctions de trois 

variables f (x, y, z) prises sur une courbe gauche 

et qui se calculent de manière analogue. L'intégrale curviligne de pre- 

_mière espèce est indépendante du sens de parcours du chemin d'’inté- 

gration; si la fonction à intégrer f est interprétée comme la densité 

linéaire de la courbe d'intégration C, cette intégrale représente la 
masse de la courbe C. 


Exemple 1. Calculer l'intégrale curviligne 
[ (e+u) ds, 
C 


où C est le contour du triangle ABO de sommet À (1, 0), B (0, 1) 
et O (0, 0) (fig. 101). 

Solution. Ici, l'équation de AB est y — 1 — zx, celle de 
OBz=0 et celle de 04Ay=0. . 


On a donc 
fetnas= [etnas+ [(e+na+ [eu ds 
C AB BO OA 


1 1 | 
= | V2 —-V2+1. 
Pas+ | vaut | za 241 


0 
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20. Intégrale curviligne de seconde espèce. 
Si P(z, y) et Q (x, y) sont des fonctions continues et si y = @ (x) 
est une courbe C à tangente variant continüment et que l’on parcourt 
quand zx varie de a à b, alors l'intégrale curviligne de seconde espèce 
correspondante s’exprime de la manière suivante 
b 


| P(z, v)dr+Q (z, y) dy= | LP (2, pU) +9" (x) Q (x, o (x))] à. 
C a 


Plus généralement, quand la courbe C est donnée sous forme para- 
métrique z = @ (t), y = 4 (t), où t varie de a à f,ona 


j Pt, y) dr + Q (x, y) dy= 
C 


B 
A ACON TO ACTION TON A0: 
œ 
Des formules analogues sont vraies pour l'intégrale curviligne de 
seconde espèce prise sur une courbe gauche. 

L'intégrale curviligne de seconde espèce change de signe 
quand on change le sens de Deus du che- 
min d'intégration. Cette intégrale peut être interprétée 
mécaniquement comme le travail correspondant à la force variable 
{P (x, y), Q (x, y)} le long de la courbe d'intégration C. 


Exemple 2. Calculer l'intégrale curviligne 


| y? dx + 2° dy, 
C 


où C est la demi-llipse supérieure z = a cos t, y = b sin t{, parcourue 
dans le sens des aiguilles d’une montre. 


Solution. Ona 


0 
| y? dr + 7° ay= | [b? sin? t.(— a sin t)+ a? cos® t-b cos t] dt — 
x 


0 0 
= — ai | sin® dt-+a%5 | coss + di = Labs. 
x Es 4 


30. Cas d'une différentielle totale. Si la fonc- 
tion à intégrer dans une intégrale curviligne de seconde espèce est la 
différentielle totale d’une certaine fonction univoque U = U (zx, y), 
c'est-à-dire P (x, y) dr + Q (x, y) dy = dU (x, y), cette intégrale 
curviligne ne dépend pas du chemin d'intégration et on a la formule 
de Newton-Leibniz 

(xs: va) 
P (x, y) dz+Q (x, y) dy =U (22, y2) —U (Zi, ÿ1), (1) 


(x1; ya) 
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où (x, ÿ1) est l'origine et (z>, y2) l'extrémité du chemin d'intégration. 
En particulier, si le contour d'intégration C est fermé, alors 


À P (2, ) dr + Q (a, w) dy=0. 2) 
C 


Si 1) le contour d'intégration C est complètement intérieur à 

un domaine simplement connexe S et 2) les fonctions P (x, y) et 
Q (z, y) ainsi que leurs dérivées du 

premier ordre sont continues dans le 
domaine S, alors la condition néces- 
saire et suffisante pour qu'il existe 
une fonction U est que la condition 


0e (8) 


soit satisfaite identiquement dans 
le domaine S (voir intégration des 
différentielles totales). Si les condi- 
tions 1) et 2) ne sont pas satisfaites, 
la condition (3) ne garantit pas l'exis- 
Fig. 102 tence d'une fonction univoque U 

.-et les formules (1) et (2) peuvent ne 

pe être vraies (voirexercice n0 2332). 
Indiquons un procédé pour déterminer la fonction U (zx, y) d'après 
sa différentielle totale, basée sur l'emploi des intégrales curvilignes 
(c'est-à-dire donnons encore un procédé d'intégration des différen- 
tielles totales). Pour contour d'intégration C, prenons la ligne brisée 
PoP1M (fig. 102), où Po (os ÿo) est un point fixe, M (x, y) un point 
variable. Alors, le long de PoP1, on a y = yo et dy = 0, et le long 
de P,M dr = 0. On trouve 


(x: y) 
U (x, y)—U (20, vo) = | P (z, y) dz+Q (x, y) dy= 
(xo; vo) 


x v 
= ( Pee vo a+ | Qt na. 
X0 vo 
En intégrant de même le long de PoP-:M on a 


v x 
D (2, 9) —U (zo v0)= | Q (or 1) dy+ | PE, war. 
vo X0 


Exemple 3. (4x + 2y) dr + (2r — 6y) dy — dU. Détermi- 
ner U. 


Solution. Soit zo = 0, yo — 0. Alors 
v 


U'(zv)= | 4èr+ (22— 6y) dy + C = 222 + 2zy—3y2+ C 
0 
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ou 
y 


U (2, = | —_ y dy + | (4x + 9y) 42 + C= — 32 +224 2ry4+0, 
0 0 


où C — U (0, 0) est une constante arbitraire. 

40. Formule de Green pour le plan. Si Cest la 
frontière du domaine S et les fonctions P (zx, y), Q (x, y) sont con- 
tinues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre dans le 
domaine fermé S + C, on a la formule de Green 


Q Pa +oa= [5 (ST) de av 


où le parcours sur le contour C est choisi de manière que le domaine S 
se trouve constamment à gauche. 

50. Applications des intégrales curvili- 
gnes. 1) L'aire limitée par le contour fermé C est 


s= — Quar=à z dy 
C C 


(le sens du parcours sur le contour est choisi dans le sens inverse des 
aiguilles d’une montre). 
La formule 


__ 1 1 on (Y 
S=+ Ÿ Gay-yd=Ÿ z°d (+) 
C C 


cest plus commode pour les applications. 

2) Le travail d'une force dont les projections sont X =X (x, y, ©), 
Y = Y (x, y, 2), Z = Z(x, y, =) (ou le travail d'un champ de forces) 
le long d’un chemin C est donné par l'intégrale 


À Î X dr+Y dy+ Z ds. 
C 


Si la force dérive d’un potentiel, c’est-à-dire s’il existe une 
fonction U=U(z,y,:) (potentiel ou fonction de force) telle que 


ou av oU 


x = À; an? 2 
le travail, indépendamment de la forme du chemin C, est 
(x2° ya: 72) (x2: ve; 72) 
A= X dr +Y dy+ 2 dz= dU = 
(x1; Vas z1) (x15 y1,!21) 


=U (z2; V2 2) —U (z1, Yi Zi), 


où (z1, ÿ:, Z1) est l'origine et (z2, y2, 22) l'extrémité du chemin d’in- 
tégration. 
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A. Intégrales curvilignes de première espèce 
Calculer les intégrales curvilignes suivantes : 
2293. | ay ds où C est le contour du carré |[z|+|y|—a 


(a > 0). 


2294. Le 


Vars: 
réunissant les points © (0, 0) et À (1, 2). 
2 2 
2295: | zy ds, où C est le quart de l’ellipse += 


où C est le sement de droite 


Q'— 


situé dans le premier quart de plan. 
2296. | y° ds, où C est le premier arc de cycloide 


C e 
Tr=a(t—sint), y—=a(i—cost). 
2297. | V’z?Ly° ds, où C est l'arc de développante de 


C 
cercle x—a(cost+tsint), y—a(sint—tcost) [(0Lt<L2x]. 
2298. | (x° + y?) ds, où C est l'arc de spirale logarith- 


C 
mique r—ae"® (m>>0) compris entre les points À (0, a) et 
Q(— C0, 0). 

2299. | +) ds, où C est la boucle de la lemniscate 


C 
r® = a cos 2p qui se trouve à droite. 


2300. [+ ds, où C est l'arc de courbe z=t, y= 


=7 s 421 L bai 


2301. | — où C est la première spire de 


l'hélice x—acost, z = bt. 

2302. V 2y° + z° ds, où C est la circonférence 2° + y?+ 
+ z1= où, 2 

2303*. Calculer l’aire de la surface latérale du cylindre 
parabolique y = + limité par les plans z—0, z=0, z— 
=z, y—=0. 
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2304. Calculer la longueur de |” hélice conique C d'équa- 
tions x = ae cos f,y — ae! sin t, z — ae! réunissant le point 
O (0, 0,0) au point À (a, 0, a). 

2305. Déterminer la masse répartie sur le contour de l’el- 


lipse +1 si la densité linéaire en chaque point 


M (zx, y) est |y |. 

2306. Déterminer la masse répartie sur la première spire 
de l'hélice x — a cos {, y — asint, z —.bt, si la densité 
en chaque point est égale au rayon vecteur de ce point. 

2307. Déterminer les coordonnées du centre de gravité 
d'un demi-arc de cycloiïde 

z—=a(t—sint), y—=afil—cost) (0<L1< xl. 

2308. Déterminer le moment d'inertie par rapport à l’axe 
OZ de la première spire de l'hélice zx = a cos #, y = asint, 
z = bt. 

2309. Déterminer avec quelle force la masse M répartie 
avec une densité constante sur la circonférence 2 + y° = a°, 
z = 0, agit sur la masse m concentrée au point À (M, 0, b). 


B. Intégrales curvilignes de seconde espèce 


Calculer les intégrales curvilignes suivantes: 
2310. | (x — 2xy) dr + (2zy + y*) dy, où AB est 


ÀB 
l’arc de parabole y = x reliant les points À (1, 1)et B (2, 4). 


2311. [ (a — y) dx + x dy, où 
4 


C est le nice arc de cycloïde :yy A(2;1) 
z—a(t—sint)}, y—a(1—cost) ET 
parcouru dans le sens de croissance 0 8(2:9  X 
du paramètre t. 

2312. | 2zy dx — x° dy prise le FRE 


OA 

long des différents chemins issus de l'origine des coor- 
données © (0, 0) et se terminant au point À (2, 1) (fig. 103): 

a) suivant la droite Om À; 

b) suivant la parabole On À dont l'axe de symétrie est 
l'axe OY ; 

c) suivant la parabole Op À dont l’axe de symétrie est 
l'axe OX; 
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d) suivant la ligne brisée OBA; 
e) suivant la ligne brisée OCA. 


2313. | Qzy dr + z° dy pour les mêmes hypothèses que 


OA 
l'exercice 2312. 


2314*. EP En prise sur la circonférence 


x?—+ y — a? dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. 
2315. { y? dr + x° dy, où C'est la demi-ellipse supérieure 


C 
z—acost, y—bsint parcourue dans le sens des aiguilles 
d’une montre. 


2316. cos ydz—sin zdy prise sur le segment AB de 


AB 
la bissectrice du deuxième angle des coordonnées si l’abscisse 
du point À est 2 et l’ordonnée du point B est 2. 
2317. $Prr HUE EM) où C est la boucle droite de la 
EL TISS 
lemniscate F = a* cos 2 parcourue dans le sens inverse des 
aiguilles d'une montre. 
2318. Calculer les intégrales curvilignes des expressions 
qui sont des différentielles totales : 
(2:3) 
a) | zdy+ydx, 
(—-1:2) 
(3: 3) 
b) | zds+yd, 
(0 ; 1) 
(1:.1) 
o) [| (z+y) (a+, 


(0 ; 0) 
(2: 1) rs d 

d) | nr (suivant un chemin qui ne coupe pas 
(1: 2) | 

l'axe OX), 

(x: y) a 

e) | ES (suivant un chemin qui ne coupe pas 
1°1 


3°3 
la droite z+y—=0), 
S14 


(x2 : va) 
n | v@at+v@. 
(x1 ; y1) 
2319. Trouver les primitives de fonctions à intégrer et 
calculer les intégrales : 
(3 : 0) 


a) |  (r+4aut) dr + (622ÿ? —5yt) dy, 


b) | — (le chemin d'intégration ne coupe 


pas la y=t), 
(3 : 


C (e+-29) de y ay SR 
C) [ Guy} (le chemin d'intégration ne coupe 


(1: 1) 
pas la droite y— —x), 
(1: 1) 
d) LC +) de+ (= +2) dv 
2320. Calculer 


1= | z dz + y dy 


Vire 
prise se le sens des aiguilles d’une montre sur le quart 
d'ellipse — 2 F+É= 4 situé dans le premier quart de plan. 


2321. Montrer que si la fonction f (u) est continue et que 
si C est un contour fermé à tangente variant continüment, 
morceau par morceau, alors 


D f(29+ 22) (x dr + y dy) = 0. 
C 


2322. Trouver la fonction primitive U, si: 
a) du — en Vi eee (3x — 4y) dy; 
b) du = (32° — 2zy + y°) dr — GE — 2ay + Su) dy; 


c) du — VU ++ 9) de + — 2 — 0) du : 
dy 
ee, nr TNT TÈ 


Calculer les intégrales curvilignes prises sur des courbes 
gauches : 
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2323. | (y — z) dr + (2 — x) dy + (x — y) dz,où C'est 
C 
une spire de l'hélice 


T = aCOSÉ, 
y = asin é, 


z = bt, 


correspondant aux variations du paramètre £{ de O à 2x. 


2324. & y dx + z dy + x dz, où C est la circonférence 
C 


y = Rcosasinit, 


{ z = Rcosacost, 
z = R sin &« (&« = const), 


parcourue dans le sens de croissance du paramètre. 
2325. j zy dx + yz dy + zx dz, où OA est l'arc de 
A 


circonférence 
+y + = 2Rz, z=7 
ayant des y > 0 par rapport au plan XOZ. 


2326. Calculer les intégrales curvilignes des différen- 
tielles totales: 


(6 ; 4; 8) 
a) | z dx + y dy —z dz, 
(1: 0; —3) 
(a; b;c) 
b) | . yzdz + 2x dy + xy dz, 
(:1:1) 
(3: 4:5) 
zdrz+ydy+zdz 
(@:0:0) 5 
1 
(=: vi) 
d) | us nn (le chemin d'intégration se 
(1:11) 


trouve dans le dièdre z2>0, y >0, z > 0). 
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C. Formule de Green 


2327. Transformer l'intégrale curviligne 


1=$ Va + d2 + y [zy + in (x + Vz+ y) dy, 


à l’aide de la formule de Green, où le contour C limite le 
domaine S. 
2328. En appliquant la formule de Green, calculer 


1= À 2 (+ y?) dr+ (z-+ y) dy, 
C 


où C est le périmètre du triangle, parcouru dans le sens 
positif, dont les sommets coïncident avec les points À (1, 1), 
B (2, 2) et C (1, 3). Vérifier le résultat obtenu en calculant 
directement l'intégrale. 

2329. En appliquant la formule de Green, calculer l’in- 
tégrale 


Dry dx + xy° dy, 
C 


où C est la circonférence 1° + y* — R° parcourue dans le 
sens inverse des aiguilles d’une montre. 

2330. Par les points À (1, 0) et B (2, 3), on fait passer 
la parabole AmB d'axe OY et de corde AnB . Calculer 


(x + y) dr — (x — y) dy directement et en appli- 


AmBnA 
quant la formule de Green. 


2331. Calculer | eVly® dr + (1 + zy) dyl, si les points 
AmB 
A et B se trouvent sur l'axe OX et l’aire de la figure limi- 
tée par le chemin d'intégration AmB et le segment AB est 
égale à S. 
2332*. Calculer QE. Considérer deux cas: 
z® + y? 
C 
a) quand l’origine des coordonnées ne se trouve pas sur 
le contour C, 
b) quand le contour contient nr fois l’origine des coor- 
données. 
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2333**. Montrer que si C est une courbe fermée, on a 
& cos(X, n)ds=0, 
*C 
où s est la longueur de l'arc et r la normale extérieure. 


2334. Déterminer la valeur de l'intégrale 


1=& [zcos(X, r)+ysin (X, n)] ds 
C 


en appliquant la formule de Green, où ds est la différen- 
tielle de l’arc et z la normale extérieure au contour C. 
2335*. Calculer l’intégrale 


& dr — dy 
T+y 
C 


prise sur, le périmètre du carré de sommets aux points 
A (1,0), B (0,1), C(—1, 0) et D (0, —1) et parcourue dans 
le sens inverse des aiguilles d'une montre. 


D. Applications de l'intégrale curviligne 


Calculer l'aire des figures limitées par les courbes sui- 
vantes : 

2336. Par l’ellipse zx = a cos t, y = bsint. 

2337. Par l'astroïide x = a cos° t, y — asin* t. 

2338. Par la cardioïide x = a (2 cos t — cos 2t), y = 
— a (2 sin té — sin 2t). 

2339*. Par une boucle du folium de Descartes z° + y — 
— 3arzy = 0, (a >> 0). | 

2340. Par la courbe (x + y} = axy. ’ 

2341*. Une circonférence de rayon r roule sans glisser 
sur une circonférence fixe de rayon À en lui restant exté- 


: R ; 
rieur. En supposant que — est un nombre entier, trouver 


l'aire limitée par la courbe (épicycloïde) décrite par un 
point quelconque de la circonférence mobile. Etudier le cas 
particulier r — R (cardioïde). 

2342*. Une circonférence de rayon r roule sans glisser 
sur une circonférence fixe de rayon À en lui restant inté- 
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: R à à 
rieur. En supposant que — est un nombre entier, détermi1- 


ner l’aire de la figure, limitée par la courbe (hypocycloïde), 
décrite par un point quelconque de la circonférence mobile. 


Etudier le cas particulier r = (astroïde). 


2343. Un champ est engendré par une force de grandeur 
constante F et de direction coïncidant avec le sens positif 
du demi-axe OX. Déterminer le travail de ce champ quand 
un point matériel décrit dans le sens des aiguilles d'une 
montre le quart de la circonférence z° + y° — R° situé dans 
le premier quart de plan. 

2344. Déterminer le travail engendré par la force de 
pesanteur lorsqu'un point matériel de masse m est passé de 
la position À (z;, y1, Z1) à la position B (x>, y2, 22) (l'axe OZ 
est dirigé vers le haut). 

2345. Déterminer le travail d’une force élastique dirigée 
vers l’origine des coordonnées et proportionnelle à la distance 
du point d'application à l'origine des coordonnées, si le 
point d'application de cette force décrit dans le sens ne 


des aiguilles d’une montre le quart de l’ellipse += 1 


se trouvant dans le premier quart de plan. 

2346. Déterminer la fonction potentielle de la force 
R{X, Y, Z} et définir le travail de cette force sur les por- 
tions données du chemin si: 

a) À = 0, Y = 0, Z = —mg (force de pesanteur) et le 
point matériel passe de la position À (x, y:, z) à la posi- 
tion PB (2, Yo, $ ; 

b) X= —-—, Y=—, Z=—+, où = const, r— 
=} ITS (attraction newtonienne) et le point maté- 
riel s'éloigne du point À (a, b,c) à l'infini; 

C) À = —kîz, Y = —ky, — —kfz, où k = const 
(force élastique), l origine du chemin se trouve sur Ja sphère 
2x? + y? + z — R° et l'extrémité sur la sphère xz° + y? + 
+=" (R>r). 


$ 10. Intégrales de surface 


19. Intégrale de surface de première es- 
pèce. Soit f (z, y, z) une fonction continue et z = q (z, y) une 
surface S à plan tangent variant continüment. 
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Par définition, on appelle intégrale de surface de première espèce la 
limite des sommes intégrales 


fÜreuas=tim D f(u v 29450, 
S i=1 


où AS, est l'aire du i-ème élément de la surface S, et le point (xz;, 
yt, Z1) appartenant à cet élément ; en outre, le diamètre maximum des 
éléments de décomposition de cette surface tend vers 0. 

La valeur de cette intégrale est indépendante du choix de la face 
de la surface S sur laquelle l'intégration s'effectue. 

Si la projection © sur le plan XOY de la surface S est univoque, 
c’est-à-dire que chaque droite parallèle à l’axe OZ coupe la surface S 
seulement en un point, alors l'intégrale de surface de première es- 
pèce correspondante peut être calculée d’après la formule 


| | f (z, y, 2)dS = | | Île, pe] V TERRE GE D) FPE (es v) dr dy. 
S (o) 
Exemple 1. Calculer l'intégrale de surface 


JJ (&+y+:)48, 


où S est la surface du cube 0<rz<1, 0<y<1,0<2z< 1. 
Calculons la somme des intégrales étendues à la face supérieure 
du cube (z = 1) et à la face inférieure (z = 0) 


e+ytneat | (x + y) dr dy = 
ER 9 
=\| 2z + 2y +1) dz dy =3. 
0 0 


I1 est évident que l'intégrale de surface à calculer doit être multi- 
pliée par trois et qu’elle est égale à 


1] (z-+ y + 2) dS —9. 


20. Intégrale de surface de seconde espèce. 
Si P=P(z,y, 2}, Q—=Q(z, y, :)}, R=R (x, y, :) sont des fonc- 
tions continues et si S+ est la face de la surface S, à plan tangent va- 


> 
riant continüment, définie par la normale nr {cos a, cos B, cos v} 
alors l'intégrale de surface de seconde espèce correspondante s'écrit de 
la manière suivante: 


fl P dy d: + Q dzdr +R dx dy = j] (P cos a +Q cos B +R cos y) dS. 
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Quand on passe à l’autre face S- de la surface, cette intégrale 
change de signe. 


Si la surface S est donnée sous forme implicite F (x, y, :) = 
les cosinus directeurs de la normale sont définis par les "ARTE du 


08 = 2F cos _ 1 9F 
"oy ? TD a 


=2y (5) +(5) +0) 


et le choix du signe devant le radical doit concorder avec la face de 
la surface S. 


30. Formule de Stokes.Si les fonctions P = P y, 


(z, y, 2), 
Q—=Q(z,y, 27), R=R (zx, y, =) sont continüment différentiables 
et si C est un contour fermé limitant une portion de surface S à deux 
faces, on a la formule de Stokes 


Ÿ Par+Qay+ Ra 
C 


— | | [(S 5) cos & + (S-S) cos B + 
S 


Fr (L-S) cos v| ds, 


où cos a, cos B, ee sont les ous directeurs de la normale à la 
surface S, en outre, le sens de la normale se définit de manière que 
la normale parcourt le contour C dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre (dans un système des coordonnées dextrorsum). 


re 4 90F 
LE D ôzx 
où 


Calculer les intégrales de surface de première espèce sui- 
vantes : 


2347. | { (2° + y°) dS, où S est la sphère z? + y?+2?—a2. 


S 

2348. | { VE yidS, où S est la surface latérale du 
S 
FOR 


cône + 2e — 7x 0 [0<Lz<b]. 


Calculer les intégrales de surface de seconde espèce 
suivantes : 


2349. | ( yz dy dz+- 22 dz dx + y dx dy, où S est la face 
S 


extérieure du tétraèdre limité par les plans x2=—0, y=0, 
2=0, xz+y+z=a. 
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2350. { | z dx dy, où S est la face extérieure de l'ellip- 


soïde + + Et. 
2351. | À 2° dy de + y de ds +2 dx dy, où S est la face 


s 
extérieure de la demi-sphère 2° + y? + % = a (z > 0). 

2352. Déterminer la masse de la surface du cube 0 < 
Liz L1,0<L<y<L1,0 L z << 1, si la densité superficielle 
au point M (x, y,z) est æxyz. 

2353. Déterminer les coordonnées du centre de gravité 
d’une membrane parabolique homogène az = 2° + y° (0 < 
<< 4). 

2354. Déterminer le moment d'inertie de la portion de 
la surface latérale du cône z — V2 + y (0 z< h] par 
rapport à l'axe OZ. 

2355. Transformer les intégrales en appliquant la for- 
mule de Stokes: 


a) É(z? — y2) dz + (ÿ° — 22) dy + (6 — 2y) de; 
C 


b) D y de + 2 dy + z de. 
C 


Calculer les intégrales données en appliquant la formu- 
le de Stokes et vérifier les résultats en les calculant directe- 
ment : 


2356. e (y + z) dr + (2 + x) dy + (x + y) dz, où C'est 
C 
la circonférence 
CH +=, z+y+z—=tQ. 
2357. & y—5) dr+(z— 7) dy+ (x —y) dz, où C est l'el- 
C 


lipse 
ty =1Â1, z+z—f. 


2358. D sd + (x + y) dy +(x+y+23) de, où C est la 
C 
courbe 


z—=asint, y—=acost, z—a(sint+cost) [0LIL2r]. 
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2359. $ y° dr +z° dy x? dz, où ABCA est le péri- 
ABCA 


mètre du triangle ABC de sommets À (a, 0, 0), B (0, a, 0), 
C (0,0, a). 


2360. Dans quel cas l'intégrale curviligne 


1= € Pdr+Qdy+R ds 
C 
prise sur un contour fermé arbitraire C est égale à zéro? 


$ 11. Formule d'Ostrogradski-Gauss 


Si S est une surface fermée à plan tangent variant continüment 
nt un volume Vet si P=P(r, y, 2), Q=Qi{z, y, 2), R = 
= R (zx, y, z) sont des fonctions continues ainsi que leurs dérivées 


partie les du premier ordre dans le domaine fermé V, alors on a la 
formule d'Ostrogradski-Gauss : 


[| (P cos a +Q cos B+R cos y) 4S = 


SIT (U ++) nu 


où cos a, cos B, cos y sont les cosinus directeurs de la normale exté- 
rieure à la surface S. 


En appliquant la formule d'Ostrogradski-Gauss, trans- 
former les intégrales de surfaces suivantes étendues aux surfa- 
ces fermées S limitant des volumes Ÿ (cos &, cos B, cos y 


sont les cosinus directeurs de la normale extérieure à la 
surface S). : 


2361. [ | zy dx dy + yz dy dz + zx dz dx. 


2362. x? dy dz + y? dz dx + 2° dx dy. 


VERTE Fu 


À cosa + À cos B+ s ces) ds. 


fs 
2363. jar 
ms. [T 
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Calculer les intégrales de surfaces suivantes à l’aide de 
la formule d'Ostrogradski-Gauss : 


2365. À À 2 dy de + y dr de +2 dx dy, où S est la face 
s 
extérieure du cube 0OLr<a, 0Ly<a, 0Lz<a. 


2306. À ['ady de + y de de + 2 dx dy, où S est la face 


s 
extérieure de la pyramide limitée par les plans x+y+z=— 
=a, z=0, y=0, z=0. 


2367. NETTE, y° dzdx+2 dr dy, où S est la face 
‘ S 


extérieure de la sphère z° + y° + 2° = aï. 
2368. f\ (rcosa+ y*cosB+zcosy) dS, où S est la 
S 


face extérieure de la surface totale conique 


5-0 (0Lz<b]. 


a? 


2369. Démontrer que si S est une surface fermée et l'une 
direction constante quelconque, alors 


| Â\ cos (n, !)dS —0, 
S 
où nr est la normale extérieure à la surface S. 


2370. Démontrer que le volume d'un corps V limité par 
une surface S est 


v=+ (| (x cos a + y cos B + z cos y) dS 
S 


où cos æ, cos B, cos y sont les cosinus directeurs de la nor- 
male extérieure à la surface S. 


$ 12. Eléments de la théorie du champ 


19 Champsscalaireset champs vectoriels. 
Ün champ scalaire est défini par une fonction scalaire du point u — 
= f(P) = f(x, y, 2), où P (x, y, :) est un point de l'espace. La 
surface f (x, y, z) = C, où C = const, est appelée surface de niveau 
du champ scalaire. 
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Un champ vectoriel est défini par une fonction vectorielle de point: 

+ —+ + — À : :  — + nd — 

a = a (P) = a (r), où P est un point de l’espace et r = zi + yj + :k 
+ 

le rayon vecteur du point P. En fonction des composantes, on a a = 


— — — ; 
= ax + ay] + ak, où ax — ax (zx, y, ©), ay = ay (2, y, €), az = 


— a, (x, y, :) sont les projections du vecteur a sur les axes des coor- 
données. Les lignes vectorielles (lignes de force, lignes de courant) d'un 
champ vectoriel sont déterminés par le système d'équations diffé- 


rentielles 
dr dy dz 


x y &z 
Les champs scalaires et vectoriels indépendants du temps t s’ap- 
pellent stationnaires, ceux qui dépendent du temps sont dits non- 
stationnaires. 
20. Gradicnt. Le vecteur 


OU—+  U+, U+. 
£ 0, 709 720 nn. J 
où V— it) Er +hk = est l'opérateur de Hamilton (nabla) 
et est appelé gradient du champ VU = f (P) au point considéré P (com- 


arer avec chap. VI, 8 6). Le gradient est dirigé suivant la normale n 
a la surface de niveau au point P dans le sens de croissance de la fonc- 
tion U et a pour longueur 


am (Ge) + (9) +(2) 


—+ 
à la direction est donnée par le vecteur unitaire L {cos a, cos B, cos y}, 
alors 


oU pa oU oU oU 
——— l= = — —t- — + œu——— 
ET grad U grad; U 7 CS a Tr cos B + 5x CS Y 


(dérivée de la fonction U dans la direction 1). 
30. Divergence et rotationnel. La divergence 


d’un champ vectoriel a (P) = ai + ae ak est le scalaire 


: UE 04 day 0a; _ . 
div a — 32 Don + ôz = Va. 


es — + — 
Le rotationnel du champ vectoriel « (P) = azi + ayj + a-k 
est le vecteur 


— 0a day \ + da da; \ + Ja 0a —+ ag 
dis ( oo) Vo oo los a | + 


40, Flux d'un vecteur. Le flux du champ vectoriel a (P) 
à travers une surface S dans la direction définie par le vecteur uni- 


taire de la normale n {cos a, cos B, cos y} à la surface S est, par 
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définition, l'intégrale 


j an dS — j] an dS = [| (ax cos à --a, cos B + a; cos y) dS. 


Si S est une surface fermée limitant un domaine V et ñr le vecteur 
unitaire de la normale extérieure à la surface S, on a la formule d’'Os- 
trogradski-Gauss qui, sous forme vectorielle, s'écrit 


& PR 0e jf | dive di dy ds. 


< (V) 

50 Circulation d'un vecteur, travail d'un 
—+ 
c h a m p. L'intégrale curviligne d’un vecteur a prise sur une courbe C 
est donnée par la formule 

pe | as ds — | ax dr + ay dy + a, dz (1) 

C C 2: 
et représente le travail du champ a le long de la courbe C (a, est la 


projection du vecteur a sur !a tangente à C). 
Si la courbe C est fermée, l'intégrale (1) s'appelle la circulation 


du champ vectoriel a le long du contour C. 
Si la courbe fermée C limite une surface à deux faces S, on a la 
formule de Stokes qui, sous forme vectorielle, s'écrit 


+ — — + 
a dr = ff nrota dS, 
S 5 
+ 
où n est le vecteur de la normale à la surface S, dont le sens est choisi 


— 

de manière qu'un observateur regardant dans la direction n voit par- 
courir le contour C par rapport à un système de coordonnées dextrorsum 
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. 


60. Champ potentiel et champ solénoiïdal. 
Le champ vectoriel a (r) est dit potentiel si 


a = grad U, 
où U = f (r) est une fonction scalaire (le potentiel du champ). 


Pour qu’un champ a donné dans un domaine simplement connexe 
dérive d’un potentiel il est nécessaire et suffisant qu’il soit irrota- 


tionnel, c'est-à-dire que rot a = 0. Dansce cas, il existe un potentiel U, 
défini par l'équation 


dU = ax dz + ay dy + a, dz. 
— 
Si le potentiel U est une fonction univoque, alors a dr = 


AB 
= U(B)— U (4); en particulier, la circulation du vecteur a est 


nulle : @ a dr = 0. 
C 
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Le champ vectoriel a (r) est dit solénoïdal si en chaque point du 


champ div a = 0; dans ce cas le flux du vecteur à travers toute sur- 
face fermée est nul. 


Si le CORP est simultanément potentiel et solénoïdal, alors 
div(grad U)=—0 et le potentiel U est une fonction harmonique, 
c'est-à-dire qu'il satisfait à l'équation de Laplace 2 ETS = — 0 
ou s 2 _ _®? |. 62 4? 

AU =0, où A—V 375 — > + —— ET Fos est l'opérateur de Laplace. 


2371. Déterminer les surfaces de niveau du champ sca- 
laire U = fr), où r = J/x° + y* + x. Quelles sont les 
surfaces de niveau du champ U = F (pb), où p = V 2° + y°? 
a 2372. Déterminer les surfaces de niveau du champ sca- 
aire 


. Z 
U = arc Er 

2373. Montrer que les lignes vectorielles du champ 
vectoriel a (P) = c, où c est un vecteur constant, sont des 
droites parallèles au vecteur c. 

2374. Déterminer les lignes vectorielles du champ a — 
— — œyi + wxzj, où © est une constante. 

2375. Etablir les formules: 
a) grad (C;U + C2V) = C, grad U + C2 grad V, où C\ et 
C2 sont des constantes; 
b) grad (UV) = U grad V + V grad U'; 
c) grad eh, = 2U grad U; 
d) grad (+ )= = 7 D'praoe 
e) grad q.(U) = " (U) grad U. 

2376. Déterminer la grandeur et la direction du gradient 
du champ U = 2 + y + 2 — 3ryz au point À (2, 1,1). 
Déterminer les points en lesquels le gradient du champ est 
perpendiculaire à l’axe OZ et les points en lesquels il est nul. 


2377. Calculer grad U, si U est respectivement : a) r, 
br, ce) +, d)f(r) K=Vr+y +). 


+ 

2378. Déterminer le gradient du champ scalaire U = cr, 
où c est un vecteur constant. Déterminer les surfaces de 
niveau de ce champ et les situer par rapport au vecteur c. 
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2379. Déterminer la dérivée de la fonction U= + 
++ au point donné P (x, y, z) et la direction du 


rayon vecteur r de ce point. Dans quel cas cette dérivée 
est égale à la grandeur du gradient? 


2380. Calculer la dérivée de la fonction U= dans la 


direction 1. {cos a, cosB, cosy}. Dans quel cas cette dérivée 
est nulle ? 
2381. Etablir les formules : 


a) div(Cia; + Cras)= Cidiva;+Codiva, où C, et C2 sont 
des constantes ; 


b) div (Uc) = grad U:c, où c est un vecteur constant ; 
c) div(Ua)=gradU-a+U:.diva. 
2382. Calculer div (=) ; 


2383. Calculer diva pour le champ vectoriel central 


a (P) =f("— où r=Vr+y +2. 
2384. Etablir les formules : 


+ — + 
a) rot (Cia: + C2.) —= C' rot a; -+ Co rot &:, où C', et Co sont 
des constantes ; 


— —_ — 
b) rot(Uc)—gradU"Xc; où c est un vecteur constant ; 


c) rot (Ua) = grad U x a U rot a. 
2385. Calculer la divergence et le rotationnel du vecteur 


— _— _ pe — + 
a, si a est respectivement : a) r, b)rcet c)f (r)c,où cest un 
vecteur constant. 

2386. Calculer la divergence et le rotationnel du champ 
des vitesses linéaires des points d’un corps en rotation 
à vitesse angulaire w constante autour de l'axe OZ dans le 
sens inverse des aiguilles d’une montre. 

2387. Calculer le rotationnel du champ des vitesses 


linéaires v — © X r des points d’un corps en rotation avec 
une vitesse angulaire & constante autour d'un axe passant 
par l'origine des coordonnées. 

2388. Calculer la divergence et le rotationnel du gra- 
dient d'un champ scalaire U. 
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2389. Démontrer que div (rot a) = (. 
2390. En utilisant le théorème d'Ostrogradski-Gauss 


démontrer que le flux du vecteur a = r à travers une surface 
fermée limitant un volume arbitraire » est égal au triple 
de ce volume. 


2391. Calculer le flux du vecteur r à travers la surface 
totale du cylindre 2° + y < R°, 0<z< H. 


Re 


2392. Calculer le LS du vecteur a = ri +} yÿ + 2% 
a travers: 


-a) la surface latérale du cône re _ , OLz<H ; 


b) la surface totale du cône. 
2393*. Calculer la divergence et le flux de la force 


+ 


d'attraction F — 


/ 
r3 

a l’origine des coordonnées à travers une surface fermée 

arbitraire contenant ce point. 


2394. Calculer l'intégrale linéaire du vecteur r prise sui- 
vant une spire de l’hélice zx — Rcost; y — Rsint; z = ht 
de 4 — 0 à t — 27. 

2395. Calculer à l’aide du théorème de Stokes la circula- 
tion du vecteur a = z°y°i + j + zk le long de la circonfé- 
rence 2 + y — R°, z — 0 en prenant pour surface la 
demi-sphère z = W R° — 1° — y:. 


2396. Montrer que si la force F est centrale, c’est-à-dire 
dirigée vers un point fixe O ct dépend seulement de la 


distance r à ce point F = f (r) r, où f (r) est une fonction 
univoque continue, alors le champ dérive d’un potentiel. 
Déterminer le potentiel U du champ. 


2397. Déterminer le potentiel U du champ gravitationnel 
engendré par un point matériel de masse m concentrée 


: SRE ' pa m 
à l’origine des coordonnées: a — — Fr. Montrer que le 


» 


potentiel U satisfait à l'équation de Laplace AU = 0. 
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2398. Diresi un champ vectoriel donné possède un poten- 
tiel U et le déterminer, si le potentiel existe : 


a) à = (52ty — 4ay) à + (82° — 2) j; 
b) a yzi + zx) j + zyk ; 
Da=ÿy+ait(+ai+(c+uyk : 

2399. Démontrer que le champ central spatial a — 
= f (r) r est solénoïdal si A £ —, Où k = const. 


2400. Le champ vectoriel a=7r (c X T), où c est un 
vecteur constant, est-il solénoïdal ? 


CHAPITRE VIU 


SÉRIES 


$ 1. Séries numériques 


19. Notions fondamentales. La série numérique 


a+ae+... tant... Y'a (1) 


n=i 
est dite convergente si sa somme partielle 
Sn =ataet...+e 
a une limite finie lorsque r —+ oo. Le nombre S = lim S, est, par 
définition, la somme de la série et le nombre os 
Rn= S—S, = any + anse +... 


le reste de la série. Si la limite lim S, n'existe pas (ou est infinie), 
n—H+00 
on dit que la série est divergente. 


Si la série converge, lim a, = 0 (critère nécessaire de convergence). 
n—0o 


La proposition inverse n’est pas vraie. 2 

Pour que la série (1) converge, il est nécessaire et suffisant que, 
pour chaque nombre positif e on puisse trouver un nombre N tel 
que pour nr > N et pour p positif arbitraire l'inégalité 


lan+i + Ant + -.. + antpl<E 


soit satisfaite (critère de Cauchy). 

On ne change pas la convergence ou la divergence d’une série, 
si on ajoute ou on retranche un nombre fini de ces termes. 

22 Critères de convergence et de diver- 
gence des séries à termes positifs. 

a) Critère de comparaison I. Si 0<a, <<, à 
partir de nr = nr, et si la série 


bi+b+...+bnt...= À bn (2) 


n=1 


converge, la série (1) converge aussi. Si la série (1) diverge, la série 
(2) diverge aussi. 


991 


En qualité de séries de comparaison, il est commode, en parti- 
culier, de considérer la progression géométrique 


Sagn (a 0) 
n=0 


qui converge pour |[g|[<1 et diverge pour {g|>1 et la série 
harmonique 


8 


1 
n= 1 Fr 
qui est une série divergente. 
Exemple 1. La série 


1 1 1 1 
tits tg tt: 


converge, puisque dans ce cas 
1 1 


rm pui 


et que la progression géométrique 
œ 


| 
2 
n= 1 


1 
de raison qg—-- converge. 


2 
Exemple 2. La série 
In2 In3. Inn 
DES SOS DR HS RÉ © : +... 


Inn 
n 


diverge puisque son terme général est plus grand que le terme 


correspondant = de la série harmonique (qui diverge). 
b)Critère de comparaison Il. S'il existe une limite 
finie et différente de zéro lim = (en particulier si a, —b,), les 


no ‘7 
séries (1) et (2) convergent ou divergent simultanément. 


Exemple 3. La série 
D à 
Se Pepe 
diverge, puisque 
: 1 1 
im (or :r)=5 #0 


et que la série de terme général + diverge. 
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silos 4. La série 


tr tr nd gear 
converge puisque 
on 1 nu Se 1 1 
Min (-— : %) — 14, c'est-à-dire nn et que 


# Lé 1 
la série de terme général Gr onverge. 


c) Critère de D’'Alembert. Soit ar >0 (à partir d’un 
certain nr) et la limite 


lim n+1 
no An 


9 
existant. La série (1) converge si q < 1 et diverge si q > 1. 


Si g = 1, on ne peut rien dire. 
Exemple 5. Etudier la convergence de la série 


2n — 1 


1, 3 o 
start tes ++... 


Solution. Dans ce cas 


2n — 1 2n +1 
An 5n an 
et 
1+ 1 
lim “2#!—]im AE) 1 im 
n—roo An n-»00 2n+1 (2n — 1) 2 n—+00 11 2 
2n 


Par consquents la série considérée converge. 
d) Critère de Cauch y. Soit a, > 0 (à partir d’un cer- 
tain ! et la limite 
limyan—9 


n—+00 


existe. Alors la série (1) converge si q << 1 et diverge si g > 1. Pour 
q = 1, on ne peut rien dire. 

e) Comparaison avec une intégrale (Cau- 
ch y). Si an = f (n), où la fonction f (x) est positive, monotone dé- 
croissante et continue pour z > a > 1, alors la série (1) et l'intégrale 


l f (x) dz 


convergent ou divergent simultanément. 
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A l’aide de ce critère, on démontre que la série de Dirichlet 


œ 


ÿ _ (3) 
n=i 


FOR one: POUR p>1et diverge pour p < 1. La convergence de nom- 
breuses séries peut être établie en les comparant à la série de Dirichlet. 


Exemple 6. Etudier la convergence de la série 


1 1 1 1 
Titrst set mqat 


Solution. On a 


Puisque la série de Dirichlet fon p = 2 converge, d'après le critère 
de comparaison II, on peut affirmer que la série considérée converge. 
30. Critères de convergence des séries à 
termes alternés. 
Si la série 


lal+lal+..+lal+ ... (4) 


formée des valeurs absolues des termes de la série (1) converge, la 
série (1) converge et on dit qu'elle est absolument convergente. De 
même, si la série (1) converge et la série (4) diverge, la série (1) est 
dite semi-convergente (ou non absolument convergente). 

Pour étudier la convergence absolue de la série (1), on peut appli- 
quer à la série (4) les difiérents critères connus de convergence des 
séries à termes positifs. En particulier, la série (1) converge absolu- 
ment si 

lim 


ñn—+00 


Gn+1 
an 


<1 ou lim W [ani < 1. 
—00 


Dans le cas général, la divergence de la série (4) n’entraîne pas né- 


cessairement la divergence de la série (1). Mais si lim a+ > 1 
+00 an 


ou lim 7/1anl > 1, non seulement la série (4) diverge, mais aussi 
la série (1). 

Critère de Leibniz. Si pour la série à termes alternés 

by — ba + ds — bat ... (b, > 0) (5) 

les conditions 1) bh > b > b3> ...; 2) a b, — 0 sont satis- 


faites, alors la série (5) converge. } 
Pour le reste R, de la série, on a dans ce cas l'évaluation sui- 
vante : 


| Rh | < Bh+1. 
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Exemple 7.-Etudier la convergence de la série 
(2 -( 4e 
n(in—1) : 
Se). =) +... 


Solution. Formons la série des valeurs absolues des termes 
de la série considérée : 


AOC EE 
Puisque 
de Va) ere er. 
n 


la série considérée converge absolument. 
Exemple 8. La série 


1 1 1 
dt (it. 


converge puisque les conditions du critère de Leibniz sont vérifiées. 
Cette série est semi-convergente, puisque la série 


1+S ++. ++. 


diverge (série harmonique). 

Remarque. Pour la convergence d’une série à termes alter- 
nés il n’est pas suffisant que son terme général tende vers zéro. Le 
critère de Leibniz affirme qu'une série à termes alternés converge si 
la valeur absolue du terme général de cette série tend vers zéro d'une 
manière monotone. Ainsi, par exemple, la série 


4 1 1 1 1 1 
Fréra mia rire 


diverge, bien que son terme général tende vers zéro (la valeur absolue 
du terme géneral tend vers zéro d’une manière non monotone). En 
effet, on a S2x = Si + Sr, où 

RUE. 1 . 1 1 1 

Si =1 Tata te.trs 5 =—(5+gt.+) , 

avec : S;, = © (S, est la somme partielle de la série harmonique) 

+00 
alors que la limite lim S; existe et est finie (S; est la somme partielle 

R—00 

d'une progression géométrique convergente), par conséquent, 
lim S2k = ©. 
R—00 
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D'autre part, pour la convergence d’une série à termes alternés, 
le critère de Loibaiz n'est pas nécessaire : une série à termes alternés 
peut converger si la valeur absolue de son terme général tend vers 
zéro d’une manière non monotone. 

Ainsi, la série 


1 1 1 1 1 
tarte tp ne te 


converge, et même absolument, bien que le critère de Leibniz no 
soit pas vérifié: la valeur absolue du terme général de la série tend 
vers Zéro d’une manière non monotone. 


40. Séries à termes complexes. La série de terme 


général c, = an + ib, (i° — —1) converge si et seulement si conver- 
© © 
gent simultanément les séries à termes réels ÿ\a, et © 6, ; on a alors: 
n= 1 n=1{ 
C0 oO Le] 
> Cn = > an +i > bn. (6) 
n=1{ n=1 n=1 


La série (6) converge a priori et elle est appelée absolument con- 
vergente si la série 


CO Oo 
D'lent= D) Va +, 
n=1 n=i 


dont les termes sont les modules des termes de la série (6), converge. 
59. Opérations sur les séries. 


a) Une série convergente peut être multipliée terme à terme par 
un nombre quelconque x, c’est-à-dire si 


a+traat...+an+...=sS, 
kay + ka+...+ka +... —=RS. 


b) Par somme (resp. différence) de deux séries convergentes 
a+aot...+ant...=S:, (7) 
bi bot... +b+...=S: (8) 
on a en vue la série 
(ai H bi) + (a + db) +...+ (an + bn) +... = Si + So. 
c) Par produit des deux séries (7) et (8) on a en vue la série 


tr OT rss ec, (9) 


alors 


Cn — ain + a2bh -: + .... + ah: (n — 1, 2: . “): 


Si les séries (7) et (8) convergent absolument, la série (9) converge 
aussi absolument et a pour somme S;S3. 

d) Si une série converge absolument, sa somme ne change pas si 
on groupe les termes de la série. Cette propriété n'est pas vraje dans 
le cas d’une série non absolument convergente. 
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Donner l'expression du n#-ième terme des séries suivantes : 


1 1 1 
2401. 142444... 2404 1+L+ 44e. 
1 | | 1 3 4 5 6 
2402. D Prog les 2405. ZTotagtzs tr... 
2 3 4 2 4 6 8 
2408. 14+5+T+S+... 2406. ESS. 
| 1 1 | 1 | 
2407. + t+mtostamtmt.…. 
4.3 1.3.5 1.3-5.7 
2408. À +++ + 
2409. 1—14+11—1+1—1+... 
1 1 
2410. 1454834745 +54... 
On demande, dans les exercices n° 2411-2415, d'écrire 


les 4 ou 5 premiers termes de la série de terme général 
donné an. 


3n —2 | 
SE  —- RS Ge 
2411. En n2-[- 1 2414 a EENETET 
(—1jnn | …. . nx 
2412. — 2 sin — | cos n7 
2 ” 2415. PA sus 7 benne 
2413. an = 27, 


Etudier la convergence des séries en appliquant les cri- 
tères de comparaison (ou un critère nécessaire) : 


2416. 4—1+1—1+...+(—1)"I1+ 

2 14 /2\2 4 /29\3 4 [2\n 
2447. +3 (5) +3 (5) +...+2+ (5) . 
2418. 2+$+£r... + ter... 


2n+1 
NE 1 1 (—1}nt1 
2419. 7 7507 7n LE 772 TE + 
1 1 1 1 
2420. 5+r+et... ++ 
1 1 1 


1 1 1 
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2423. 2+P+EE... HET... 


1 1 
2424. yat Va PA re 
1 1 
2425. tete. NE ET RES 
1 V2 3 Vn 
é: T3 AVE PER ETE VE 
Etudier la convergence des séries à l’aide du critère de 
D'Alembert : 

2427. HS + +. HSE 

vit2 try (V2 

2 2.5.8 2.5.8 ...(3n—1) 


2AZS. + HT S + ot... +155 gt 


Etudier la convergence des séries à l’aide du critère de 


Cauchy : 
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os. 24 (2) + (2) 4 + (HE) 


2490. ++ (5) + (5) ++ (mr) + 


«= 


Etudier la convergence des séries à termes positifs : 


2431. ++ +++ 
2482. ++S tt ++ 
se rtritemte TS LEURS 
de stotwt. TRET TI LÉ 
2435. PE SE 
9 2n +1 


3 7 
MR. Lg tanmtast. Homes 
2437. À 


F+ (+ '+(S) +: +)" +. 


À 3 n 
312 5 712 2n+1\2 
1 (5) ++ (G) Rare) + 
1 8 27 n3 
2439. +++... +. 
2 4 2n-1 
2440 Un HO re ME ee NL 
1! 2! 
2441 it #pit: pirt HT Fe 
2 J -2PE., 
1 1-3 Fe 1° 3. 5) (2r —1) 
PS PTS mass NS de an Vo 
1 1)? 2 1° 3 1}? D? 
244n. EE +C 4 LE . HER + 
2445. 1000 + TE TE + Es 1004 Lou 
1000-1002. 1004 . (998 -L 2n) 
PO ét Med ro 
2.5.8 2.5.8 ...(6r—7)(Gn —4) 
2446. T+18s St. MEET 5-9. RE 
2) . (4n —3) 
Z4AT. +7 Ab Mévor F- re Gn=2T Fu 
1-11 1. = 21 1:11-21 ... (10n —9) 
2448. + TT + —T— ee SR URSS 
1. : 9 1.4.9... 
2449. + street +557 — = pt. 
4 1 
2450. Ÿ\ arcsin —— . 2454. Si 
n=1 Vr n=2 2? 
ei SA 
2451. D sin —. 2455. > 
n= fe? 
Ç 1 _ 
| n=2 
L n2?+1 = 1 
2453. >'In n2 : 2457. DESCESOITTÉ 


n—=2 
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00 
- 1 a 
2458. D) —— 2464. D (1— cos?) . 
n=2 n=1 
e 1 = n | 
2459. D . 2465. = 
2460. — 2466. 5 je 
2 VrR+) (n+2) nn. 
2461 D 1, 2467 D 
nlnn+ Vin _ nr 
1 É enn | 
e D > + 24 ——— e 
2462 D TETE 168 2 PL 
2463. D — 1" 
2 — 11) 
2469. Démontrer que la série s 1 —— 


n=2 


1) converge pour qg quelconque, si p > 1, et pour qg > 1, 
si p — 1; 

2) diverge pour g quelconque, si p € 1, et pour g & 1, 
si p = 1. 

Etudier la convergence des séries à termes alternés sui- 
vantes. Dans le cas de convergence, dire si les séries sont 
absolument ou semi-convergentes. 


1 1 (—1)n71 
2470. 1 5  ” CR rot Le CR 
te ci: bee 
2471. 1 st VE + = + 
L' 21 (—1)n71 
2472. A+. ++. 
2 , 3 ._ (—1)n bn 
2478. 1—7+ Se... + +. 
3 9 7 ny 2n+i 
2474. tag +(— 1) rer SERRE 
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2 3 4 n 
2475 UE DST aE +(—1) 2 UE 
2 3 
PE 2V2-1 3 Va PET, rl Avant 
+(—1ÿ Put 


n+1)Vnr+1—1 
Ÿ 2477. — + (5) - (5) +. +0 (ES) + . 
3.5.7. ..(2n+1) 


2478. Ts T3EE— un Co PME ET TEE 
DD Lg ee + 
0 RO + (TOP Ange te + LS He. 

2481. xt qe 2482. D eg 


TZ 


2483. S'assurer que le critère de convergence de D'Alem- 


n=1{ 


© 


bert ne permet pas de dire si la série Ÿ a,, où 
n= { 
9h-1 DR-1 
EE Enirrer ee (E=1:2::::) 


converge, mais que le critère de Cauchy permet d'étudier 
la convergence de cette série. : 

2484*. S'assurer que le critère de Leibniz ne peut être 
appliqué aux séries à termes alternés a) — d). Dire quelles 
sont les séries divergentes, semi-convergentes et absolument 
convergentes : 


1 1 1 1 1 


1 
M Var Pa Van Va Vant 


1 1 
hu =: En |, 
FT ET # rt) 
1,14 41,1 1 
D) i-str-pha mt... 
(a à |: 
2kR-1 — Dhk-1 , DR 32k-1 ] , 
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Etudier la convergence des séries à termes complexes : 


ms n(2+ijn ss 1 
2485. D ÉD 2489. D TETE 
A nCi—1 ns 
2486. D 2490. Dove - = - 
en - 1 
2487. ÿ n(3+in . 2491. ÿ [n+(2n—1) if e 
n={ Te 1 
or | QrC—n+i 
2488. D —. 2492. 2 lea | 
1 


n=Â 


2493. Entre les courbes y — _ et y — _ et à droite de 


leur point d’intersection, on construit des segments parallè- 
les à l’axe OY et équidistants l’un de l’autre. Est-ce que la 
somme des longueurs de ces segments est finie? 

2494. Est-ce que la somme des longueurs des segments 
dont il est question dans l'exercice précédent est finie si la 


courbe y — _ est remplacée par la courbe y — L? 


n=1{ 
Est-ce que la somme converge? 
2496. Former la différence des séries divergentes 


> —— et S 1 —— et étudier sa convergence. 


nai 


942 


2497. Est-ce que la série obtenue en retranchant ]a 


se) [se] 
Ld e 1 Ld e | 
Lu ? 
série ÿ 7——7 de la série D, — est convergente: 
n=1 
2498. Donner un exemple de deux séries telles que leur 
somme soit convergente et leur différence De 


2499. Former le produit des séries > A et DE HA 


Est-ce que ce produit est concret 
1 1 1 2 
2500. Former la série (1 GR 208 DELSA 7 cé Hi ) : 
Est-ce que cette série converge ? 


—1 
2501. On donne lasérie — 1 + À + pe Le. 


21 


Evaluer l'erreur commise en remplaçant la somme de la 
série par la somme des quatre premiers termes, par la somme 
des cinq premiers termes. Que peut-on dire du signe de ces 
erreurs ? 

2502*. Evaluer l’erreur commise en remplaçant la somme 
de la série 


1 1 1 \° 1 1 \3 1 {An 

star (2) +35 (2) +4 (le 
par la somme de ses n premiers termes. 

2503. Evaluer l'erreur commise en remplaçant la somme 
de la série 


1 1 1 
a) Fac 


n ! 


par la somme de nr premiers termes. En particulier, évaluer 
pour nr — 10 la précision de l'approximation. 

2504**. Evaluer l'erreur commise en remplaçant la som- 
me de la série 


tartes +... 


par la somme de ses n premiers termes. En particulier, éva- 
luer la précision de l’approximation pour rx — 1000. 
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2505**. Evaluer l'erreur commise en remplaçant la som- 
me de la série 


142 (45 (Der (DT 


par la somme de ses r premiers termes. 
2506. Combien faut-il prendre de termes dans la série 


> So Hs pour calculer sa somme à 0,01, à 0,001 près ? 
= 1 
2507. Combien faut-il prendre de termes dans la série 


3 eus pour avoir la somme de la série à 0,01, 0,001, 


0 “000! près ? 
2508. Trouver la somme de la série 


1 
hasta +ogte. 
2509. Trouver la somme de la série 


Va+(2-ÿ +032 + 
ROHAN) 


$ 2. Séries de fonctions 


19 Domaine de convergence. L'ensemble des va- 
leurs de la variable z pour lesquelles la série de fonctions 


h ++... +h@) +... (1) 
converge s’appelle domaine de convergence de cette série. La fonction 
S()= lim S, (+), 


Où Sn (x) = fs (2) + fa (x) +... + f, (x) et x appartient au domaine 
de convergence, s'appelle somme de la série : s Ra) = S(:) — S, (2) 
est le reste de la série. 

Pour déterminer le domaine de convergence de la série (1), il 
est suffisant, dans les cas simples, d’appliquer les critères do con- 
vergence connus en supposant zx fixe. 

__ Exemple 1. Déterminer le domaine de convergence de la 
série 


z+1 , (z+1} (z+1)$ (z+1)" 
no Too ogg dot non te (2) 


944 


Solution. En désignant par u, le terme général de la série, 
on a: 
Lunel qu, ein [ri 


lim Dnfifn+illef 2 


n—+00 | | 1100 


D'après le critère de D’Alembert, on peut affirmer que la série est 


convergente (et même absolument) si LEE <AÂ, c'est-à-dire pour 
—3 < z <'AÂ; la série diverge si IRIS 1, c’est-à-dire si —oo< 
< z << —3 ou 1 Lr < œ (fig. 104). Pour z = 1 on trouve la série 
div conv. div. 
peur De X 
| -1 0 1 
Fig. 104 


harmonique 1 + ++ + ..., qui diverge, ct pour z—=—3 


on retrouve la série —1 + + ... qui (d’après le critère de 


Leibniz) converge (non absolument). 
Ainsi, la serie converge pour —3 < z< f. 
20. Séries entières. Pour chaque série entière 


Cota(c—a)+e(r—-a}+...+en(z—-a"+... (3) 


(c, et a sont des nombres réels) il existe un intervalle (intervalle de 
convergence) | z — a | << R de centre au point z — a à l'intérieur 
duquel la série (3) converge absolument, pour | z — a | > R la série 
diverge. Le rayon de convergence R peut dans certains cas particuliers 
être égal à O0 ou à æ. Aux extrémités de l'intervalle de convergence 
z = a + R la série entière peut aussi bien converger que diverger. 
L'intervalle de convergence se définit d'ordinaire à l’aide des cri- 
tères de D'Alembert ou de Cauchy Appique aux séries dont les termes 
généraux sont les valeurs absolues des termes de la série donnée (3). 
En appliquant à la série des valeurs absolues 
[col+lellz-al+...+lallz-aim+... 
les critères de convergence de D’Alembert et de Cauchy, on trouve 
respectivement pour le rayon de convergence de la série entière (3) 
les formules 


Te ct R=—]lim 


lim V cn | Ti=p00 


ñn—>00 


Cn 


Cn+1 


Cependant, il faut appliquer ces formules avec beaucoup de prudence, 
car les limites du second membre de ces formules n'existent pas très 
souvent. Ainsi, si l'on a une infinité de coefficients c, nuls (ceci a lieu, 
en particulier, si la série contient seulement les pue paires ou 
impaires de (x — a)), alors les formules indiquées ne peuvent être 
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appliquées. Ceci étant, on recommande, quand on détermine l’inter- 
valle de convergence, d'appliquer directement le critère de D'Alembert 
ou de Cauchy, comme on l’a fait ci-dessus, pour étudier la série (2) 
sans avoir recours aux formules générales du rayon de convergence. 

Si z = x + iy est une variable complexe, il existe alors pour la 
série entière 


Co + C1 (2 — 20) + c2(2— 2) +... +c (5 — 2) +... (4) 


(Cn = an + ibn, Zo = To + iyo) un cercle (cercle de convergence) | z: — 
— z0 | < R de centre au point z — z à l’intérieur duquel la série 
converge absolument; pour |z2— | > R la série diverge. Pour 
les points de la circonférence du cercle de convergence, la série (4) 
peut aussi bien converger que diverger. On définit d'ordinaire le cercle 
de convergence à l’aide des critères de D’Alembert ou de Cauchy appli- 
qués à la série 


lcol+lallz—2zol+lcl1z— 2 +... 
Ro 0 


dont les termes sont les modules des termes de la série donnée. Ainsi, 
à l'aide du critère de D’Alembert on peut facilement remarquer que 
le cercle de convergence de la série 


2+1 , (24+1X , (+1) (+1) 
TA TZR T SD tot nn dec 


est défini par l’inégalité | z + 1 | -<2 (il suffit de répéter les calculs 
donnés à la page 344 servant à déterminer l'intervalle de convergence 
de la série (2) en remplaçant zx par :). Le centre du cercle de conver- 
gence est le point z = —1, le rayon R de cercle (rayon de convergence) 
est égal à 2. 
39. Convergence uniforme. La série de fonctions (1) 
converge uniformément sur un intervalle si quel que soit e > 0 on 
eut trouver un W indépendant de zx tel que pour r > N et pour tous 

es z dans l'intervalle donné l'inégalité | R, (x) | < e, où R, (x) 
et le reste de la série, est satisfaite. 

Si [fn (r) I<cn in =1,2,...) pour a L<r<bet si la série 
© 

S'en converge, alors la série de fonctions (1) converge absolument 
n=i 
et uniformément sur le segment [a, b] (critère de Weierstrass). 

La série entière (3) converge absolument et uniformément sur 
chaque segment intérieur à son intervalle de convergence. La série 
entiere (3) peut être dérivée et intégrée terme à terme à l’intérieur de 
son intervalle de convergence (pour |z —a|<R), c’est-à-dire si 


cote (z—a)+e(r—aP+...+en(s—eMm+... = f(x), 
(5) 


alors pour z arbitraire dans l'intervalle de convergence de la série 
(3) on a 


a+ Zee —e)+...+nn(e—ami+...=/f(z), (6) 
546 


x 


x 
codx + \ Ci (x —a) dr+ | Co(r—a) dr-+...+ 
0 X0 


0 x 


ur 


La 


(z— a)n+t1 (r9— a)n+1 


ea oo X 

+ ente—emdet..= 5 en mur = [ra (7) 
+<o n=0 X0 

(le nombre x, appartient aussi à l'intervalle de convergence de la 


série (3)). En outre, les séries (6) et (7) ont le même intervalle de con- 
vergence que la série (3). 


Déterminer le domaine de convergence des séries : 


2510. DS —. 2518. 5 —— 
n=1 n=i 
< 1 oi 
n=1 n=i 


D À D _Vr 
2512. Ji(—10M—T. 2520. D 


(z—2)"" 


n=1 n=1 
msn A Anti 
n=1 n=0 
É . TZ n: (—1)n-1 
2514. 2 25 Sin 3n « 2522. ÿ nr 5 
n= 
= cos nz nn 
2515**. ÿ TX: 2523. Y an " 
n=0 n= 1 
2516. D, (—1)#e-nsinx, 2524, Sfr). 
ñn=0 n=i 
2517. DU. 2525. VS 2". 
n=1i n=-1 


Déterminer l'intervalle de convergence des séries entières 
et étudier la convergence aux extrémités de l'intervalle de 
convergence : 
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2529. 


2530. 


2531. 


. 


2533. 


2534. 


2535. : 


2536. 


2537. 


2538. 


2539. 


3 
il 


M 38 
à = 
an | (] 

= 
RE 
CG] = 
ts! ! 


ù 


LM 8 
( 
Le: 

Sslz= 
L 
LE 
3 


3 
I 


(n +135 22 
2n +1 


LM 8 


. 


À (1) (2n+1) 


3 
[ 


[MA 3 
PT, 
ty 
S 
| 
°| 
CES 
Le 
to 
3 
( 
CES 
& 
5 


n= 1 
[ee] 
be 37° xn°? 
n=0 
© 
D n (5 n 
n + 1 5) 
n=1 
Lee) 
n{zrn 
2 
n=1 


z—9)n 
n°3n 


zn1 
2540. > RE - 
2541. San! 
n=1 
2542%*, SO nlan!. 
n= 1 
co 3 
2543*. D "On-I1nn * 
n=1{ È 
2544. D. 
n=1 
2545. S (— qy1 ES)" 
n=1 
2546. > ET. 
2547. > ET. 


(_LAYn- (z-2)°r 
2548. S'( y ET, 


LE | 


2549. 5 ELA. 


n= 1 


2550. Zn" (243). 


2551. > (EAST 


- 2n-4n 
(z—2ÿn 
2552. 1 Fer 


[e -) 
2n—1Y2R(r—1i\r 
2553. 2 ie 


n=1 
2554. DEL, 2560. Ze +1)" 


2n-l.nn 


D _ +1 QE n +3 : 


à  G—3 (3n —2) (x — 3} 
2556. 2 (n+1)In(n +1) . 2562. : RTE e 
= n= 


+1)In(n +1) 
< n (x — 2} 
297. 2 Goma 
ni 
(z + 2yn? (r —3}n 
2958. ———. 2563. 1 —_— ©" — 
D di 2 | G@n+1) Vr+f 
co {un À 
2559%. (14+—) (z—1}". 
n=1 
Déterminer le cercle de convergence : 
2564. D i"2”. 2566. 2 ET. 


2565." D A+ 2567. 2 —. 
2568. RENE TS tri . + 
Li de due .(22+1+2i)7 +... 


22 


Mu NT] DS 


+ mt" 
2570. D, (ES) 7". 
n=0 


n + 2i 
2571. En partant de la définition de la convergence uni- 
forme, démontrer que la série 
A+rz+tei +... + +... 
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ne converge pas uniformément dans l'intervalle (—1, 1), 
mais converge uniformément sur tout segment intérieur 
à cet intervalle. 


Solution. D’après la formule de la somme de la progression 
géométrique, on a pour |z | <<1 


rn+l 
Rh(z)=2ntlthent Lt... — 


1—2 ° 


Prenons à l'intérieur de l'intervalle (—1, 1) le segment [—1 + a, 
1 — a], où a est un nombre positif aussi petit qu'on le veut. Sur ce 
scgment [r|<1—a |1—z|> a et, par conséquent, 


— a}n+l 
LAPS 


Pour démontrer la convergence uniforme de la série donnée sur le seg- 
ment [—1 + a, 1 — a], il faut démontrer que, pour e > 0 arbitraire, 
on peut choisir un N dépendant seulement de & tel que, pour chaque 
n> AN, l'inégalité | R, (x) | -< e est satisfaite pour tous les z du 
segment considéré. 
Se k (d —a)r+i à 
Prenant un & > 0 arbitraire, exigcons que —————— <&; d'où 
(—a)nti ec, (n-+1)In({—a)<in(ex), c'est-à-dire nr+1> 


] . fs 
> Ra (puisque In (1 — &) << 0) et Dre: 1. Ainsi, 


In (ea) ue 
n (ex 
en prenant Féhdee 


pour n>œN, on a bien | R,(x)| e pour tous les z du segment 
[—1+a, 1—a], ce qui démontre la convergence uniforme de la 
série donnée sur tout segment intérieur à l'intervalle (—1, 1). 
En ce qui concerne l'intervalle entier (—1, 1), il contient des 
points aussi voisins que l’on veut du point z—1,et comme lim R,(r)= 
X—1 


—1, nous pouvons nous convaincre que, 


ne æntl 
E x 1 1—2z 
des points x pour lesquels R, (x) est supérieur à tout nombre aussi 
grand qu’on veut. Par conséquent, il n’est pas possible d'indiquer 
un 4 tel que, pour n > N, l'inégalité | R, (x) | << e soit vérifiée pour 
tous les points de l'intervalle (—1, 1), ce qui signifie que la con- 
vergence de la série dans l'intervalle (—41, 1) n’est pas uniforme. 


— co, alors, aussi grand que soit r, on peut trouver 


2572. En partant de la définition de la convergence uni- 
forme, démontrer que: 
a) la série 


z z? zn 
PS For te . D DT D oh . 
converge uniformément sur tout intervalle fini; 


JoU 


b) la série 
2° ri x (—1}n-1 rèn 
2 ie = 
converge uniformément dans tout l'intervalle de convergence 
(—1, 1); : 
c) la série 


RS PE ES TS 


converge uniformément dans l'intervalle (1 + 6, ), où 
Ô est un nombre positif arbitraire; 
d) la série 


(x — xt) + (af — 26) + (af — 28) +... 


ee HT oem) À. 


converge non seulement à l’intérieur de l'intervalle (—1, 1), 
mais aussi aux extrémités de cet intervalle. Néanmoins, la 
convergence de la série dans l’intervalle (—1, 4) n’est pas 
uniforme. 

Démontrer la convergence uniforme des séries de fonctions 
dans les intervalles indiqués: 


2573. > _e sur le segment {— 1, 1]. 
n=1{ 

2974. D nee sur tout l'axe numérique. 
n=1 

2575. ÿ (— 1)" 2 sur le segment [0, 1]. 
n=i Vr 


En appliquant la différentiation et l'intégration terme 
à terme, trouver les sommes des séries: 


2576. DRE DE MTS MES 
DSTT. EE... H(—-1 IL +... 


z2n-l 


, æ xs 
2578. ET tes 1e .. Forecos . 


3a1 


7? n=1l 


2579. g— +... (A) +. 
2580. 1274 32 +... L(n+i)z" +... 

2581. 1— 32° + 52... +(—1)"I(2n—1)a + 
2582. 1-242-.3r+3.4+...+n(nr+1)r1+ ... 
Trouver la somme des séries : 

2583. T4 +... ++... 


xt n—3 


5 9 
2584. ES ee D Deer GE 
Cd + {1 À 1 (— 1771 
2985*. last tee oi +. 
ee 1 3 9 2n — 1 
2586. HS HSE +. 


$ 3. Série de Taylor 


419. Développement d'une fonction en série 
entière. Si la fonction / (x) admet, dans le voisinage|z—a|<R 
du point a, un développement en série entière suivant les puissances 
de z — «a, cette série (série de Taylor) est de la forme 

, f" (a o 
9 = (a) HF (0) 0) ET ap + 


fo (a) 
h n | 


(r—a}n +... (1) 


Pour a = 0 la série de Taylor s'appelle aussi série de Maclaurin. 
L'égalité (1) est vraie si pour |z — a | < R le reste de la série de 
Taylor 


72 k | 
Ra =) 1e)+ D (ox | 0 
R=1 


pour n —+> co. 

Pour évaluer le reste on peut utiliser la formule 
, CT yat 
Ra (= EE HD [a+ (2—e)], où OLO<1 (2 
(forme de Lagrange du reste). 

Exemple 1. Développer la fonction f (z) = chz en série 
suivant les puissances de z. 

Solution. Trouvons les dérivées de la fonction f 5 = chz, 
f (æ)=shz,f"(z) = chz,f" (x) = sh x, . . . et en général f(n) (x) — 
= chzsinest pair, f(M (x) = sh x si r est impair. En faisant a = 0, 
nous trouvons f (0) = 1, f’ (0) = 0, f" (0) = 1, f” (0) = 0, ... 
et en général f(n? (0) = 1 si nr est pair et f(® (0) = 0 si r est impair. 
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D'où, d'après la formule (1), on a 


2 4 en 
hr=ttiiite tente. (3) 


Pour déterminer l'intervalle de convergence de la série (3), appliquons 
le critère de D’Alembert. On a 


on+2 Q \ 2 
not (22+2)1 (nr)! 4, (22+1) (2r +2) 
pour zx arbitraire. Par conséquent, la série converge dans l'intervalle 
—00 «<Z x << ©. Le reste, d’après la formule (2), est de la forme 


zn+l 


Rh = Gt ch Oz, si nr est impair et 


R æzntl h0 : . 
= sh Ur, si n est pair. 


Puisque 050% 1, 


0x, ,-0x 6x __ ,-0x 
| ch O1 = ef, | sh Or | — |A 
; [x |n+1 Lx| re se EL 
et par suite | Rx (x)| CETTE e!"l, La série de terme général 1 


converge pour zx arbitraire (on peut s’en convaincre à l’aide du 


critère de D'Alembert) et par suite d’après le critère nécessaire de 
convergence 


+1 
lim SEE") 
CETTE 


par conséquent, lim R, (z) = 0 pour zx arbitraire. Ceci signifie que 
+00 


ñn 
la Dunes de la série (3) pour z° arbitraire est effectivement égale 
à ch x. 


20. Procédés appliquables pour dévelop- 
per en séries entières. 


Dans de nombreux cas, on aura recours aux développements 
fondamentaux suivants: 


Let + ++. (SEE e): 


zentl 


11 Di mini t. 


(— 00 < r < co), 


| . z z$  zx6 
IT. sinz=T—-srter— EC 


zx , zi x2n 
III. cos z—1 TSI +(—1)7 Goit-.: 


(— CO < Ca < co), 
23-0361 353 


m(m—1) 72 


IV. (+ ap 1 ++ FRS 


Es 9 POS (—1<r<1)*) 


nee 


x? 2 _., zn 
V. In A+z)=z-- +... +(—1)7 Ses 


(—1<z<1), 


ainsi qu’à la formule donnant la somme d'une progression géométri- 

ue pour trouver le développement en série entière d’une fonction 
nee en outre, on n'aura pas besoin d'étudier le reste. Pour avoir 
un développement, il est pariois utile d'utiliser la dérivation et l’in- 
tégration terme à terme. On recommande de développer les fonctions 
rationnelles en éléments simples avant de les développer en séries 
entières. 

Exemple 2. Développer la fonction 


| 
bete er TE 


suivant les puissances de z **). 
| Solution. On a, en développant la fonction en éléments sim- 
piles, 


1 2. 
OT: 
Puisque 
—=t+stat.. = Y zn (4) 
n==0 
et 
: (ee) 
Tex “1-2: + C— +. “à (—1)n Ann, (5) 
n= 


on a finalement 


f(x) — 2 zn +2 Dee 2 [+(—1m2m#]zn, (6) 


*) Aux extrémités de l'intervalle de convergence (c’est-à-dire 
pour z = —1 et pour zx = 1) le développement IV se comporte de la 
manière suivante: pour m > O0 la série converge absolument aux 
deux extrémités de l'intervalle de convergence, pour 0 >> m >> —1 


elle diverge pour z — —1 et est semi-convergente pour x = 1; pour 
m < —1 elle diverge aux deux extrémités de l'intervalle de conver- 
gence. 


. **) Ici et dans la suite, on a en vue «suivant les puissances en- 
tieres et positives ». 
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Les progressions géométriques (4) et (5) convergent respective- 
ment pour [|z|<1et |z]|< Z 5 par conséquent, la formule (6) 
est valable pour | z | < _ , c'est-à-dire pour — _. <z <<. 

30. Série de Taylor pour les fonctions de 
deux variables. Le développement d’une fonction f (x, y; 


de deux variables en série de Taylor au voisinage du point (a, b) est 
de la forme: 


1 
enste dt (e-0+u-n 2] 0+ 
+7 Leo +0 re + 


1 n 
++ [6-0 + 2e +. (7 


Sia—=b= 0, la série de Taylor s'appelle aussi série de Maclaurin, 
On utilise ici les notations suivantes: 


Leo +u-n +] = 21G 0) LL E-a+ 
_ 
+6 2 CE 
vb 
2 2 
Leo un Le = ED a+ 
: 2 
+2 ED | Go) + ED | bp, etc. 
y=b y=b 


Le développement (7) a lieu si le reste de la série 
Ra (es Y)=f (2 y)— 


ñn 
1 fr (e) d À 
{it n+Drle-0 +003] f@, d} 0 
pour nr —+ co. Le reste peut être mis sous la forme 


ô à 7n+i 
Rene tune] ren 


Xaa+6(x-a) 
y=b+6(y-b) 


où 0<0<1. 


Développer suivant -les puissances entières et positives 
de x les fonctions indiquées; déterminer les intervalles de 
convergence des séries obtenues et étudier le comportement 


23° 355 


de leurs restes: 

2587. a* (a >>0). 2589. cos (x + a). 
2590. sin° x. 
2591*. In(2+ x). 


En utilisant les principaux développements I—V et 
la progression géométrique, former le développement suivant 
les puissances de x des fonctions suivantes et indiquer les 
intervalles de convergence des séries obtenues: 


2588. sin (z++) ; 


2592. 2 : | 2598. cos? z. 
| 2599. sin 3x + x cos 3x. 

DT 0 | : 

z—4r+3 2600. JEz 
2594. re **, 2601. 1 | 
2595. e. V4 2 
2596. sh z. 2602. In TE. 
2597. cos 2z. 2603. In (1 + xz— 21°). 


En appliquant la dérivation, développer suivant les puis- 
sances de x les fonctions suivantes et indiquer les inter- 
valles dans lesquels ces développements sont valables: 

2604. (1 + x) In (1 + x). 2606. arcsin zx. 

2605." arctg z. 2607. In (x + V1 + z°). 

En appliquant différents procédés, développer suivant 


les puissances de z les fonctions données et indiquer les inter- 
valles dans lesquels ces développements sont valables: 


2608. sin? x cos? z. € re 
2609. (1+z)e*. 2616. | re 
2610. (1 + e*Y. 

2611. } 8+x. 2617. 
2612 z®—3r ti 


" 2t—5xz+6" 


2613. chx. 2618. 


2614. —1—. 
PU 2619. 
2615. In (z° + 3x +2). 
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o 
e*" dx. 


In ({+7zx) dr 


Om Oh OH © 
R 


Donner les trois premiers termes non nuls du développe- 
ment en série suivant les puissances de x des fonctions: 


2620. tg zx. 2623. sec x. 
2621. th x. 2624. 1n cos x. 
2622. ecos x, 2625. e* sin zx. 


2626*. Montrer que pour calculer la longueur de l’ellipse 
on peut avoir recours à la formule approchée 


m9 _# 
sæ 2na [1 z } 


où e est l’excentricité et 2a le grand axe de l’ellipse. 
2627. Un câble pesant prend sous l’action de son propre 


poids la forme de la chaînette y = a ch : y AVEC a = — 


q 
où H est la tension horizontale du câble, g le poids de l'unité 
de longueur. Montrer-que pour les petits x on peut admettre 
que le câble prend la forme de la parabole y = a + _ 
au terme de z# près. 

2628. Développer la fonction z° — 21° — 5r — 2 en 
série suivant les puissances de x + 4. 

2629. f (x) = 52° — 41° — 3x + 2. Développer f (x+h) 
en série suivant les puissances de À. 

2630. Développer In x en série suivant les puissances 
de x — f. 


2631. Développer _ en série suivant les puissances 
x — À. 

> 1 de : : 
2632. Développer x en série suivant les puissances de 


z +. 


P 1 Se ; 
Es Développer Hp (°n série suivant les 
puissances de x + 4. 
2634. Développer ray (n série suivant les 


puissances de x + 2. 

2635. Développer e* en série suivant les puissances de 
z + 2. 

2: Développer V x en série suivant les puissances de 
z — 4. 
2637. Développer cos x en série suivant les puissances 


Tr 
de Ds 
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2638. Développer cos? x en série suivant les puissances 
JT 
de z — 7. 
2639*. Développer In x en série suivant les puissances 


1—7 
de rar 
2640. Développer —=— en série suivant les puissances 
VA+z 
LT 
de T+z : 


2641. Quelle est l'erreur commise si on prend approxi- 
mativement 


1 1 1 
rente a 


2642. Avec quelle précision on calcule le nombre _. si 


on a recours à la série 
zS z° 
ArCIgT=L— + — 4: 


quand on prend la somme de 5 premiers termes pour x = 1? 
2643*. Calculer le nombre — à 0,001 près en dévelop- 


pant la fonction arcsin x en série suivant les puissances de 
z (voir exemple 2606). | 
2644. Combien faut-il prendre de termes dans la série 


1 
COS T = ST os 


pour calculer cos 18° à 0,001 près? 
2645. Combien faut-il prendre de termes dans la série 


AT 
— 31 os 


pour calculer sin 15° à 0,0001 près? 
2646. Combien faut-il prendre de termes dans la série 


ÉRA+ ES + 


pour déterminer le nombre e à 0,0001 près? 
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2647. Combien faut-il prendre de termes dans la série 
In({+r)=r- +... 


pour calculer In 2 à 0,01, à 0,001 près? 
2648. Calculer V7 à 0,01 près en développant la fonc- 


tion /8+zx en série suivant les puissances de x. 
2649. Expliquer l'origine de la formule approchée 


= —— z 7 se 
V&+z&a+--(a>0), calculer V 23 à l’aide de cette for- 
mule en posant a —5 et évaluer l'erreur commise. 


2650. Calculer ÿ/ 19 à 0,001 près. 
2651. Pour quelles valeurs de x la formule approchée 


donne une erreur inférieure respectivement à 0,01, 0,001, 
0,0001 ? 
2652. Pour quelles valeurs de z la formule approchée 


SNnTZ ST 


donne une erreur inférieure respectivement à 0,01, 0,001? 
1/2 


2653. Calculer | “£az à 0,0001 près. 


Le] 


2654. Calculer | e-** dx à 0,0001 près. 


2655. Calculer | Ÿ/zcosz dx à 0,001 près. 


2656. Calculer | #2 4x à 0,001 près. 


On Cl Cl) 


à 


: DS 


2657. Calculer 


æ 


VIF dx à 0,0001 près. 
y 


2658. Calculer ze* dx à 0,001 près. 
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2659. Développer la fonction cos (zx — y) en série suivant 
les puissances de x et y, trouver le domaine de convergence 
de la série obtenue et étudier le reste. 

Former les développements suivant les puissances de zx 
et y des fonctions suivantes et indiquer le domaine de con- 
vergence des séries: 


2660. sin z-sin y. 2663*. In ({—z—y+ xy). 
2661. sin (x° “+ y*). 2664* arctg Z+Y 
4—x—1 1—2y 
2662*. . 
Et | 


2665. f (x, y) = ax° + 2bxy + cy*. Développer f (x+kh, 
y + À) suivant les puissances de À et k. 

2666. f (zx, y) = 2° — 2y° + Sxy. Déterminer l’accrois- 
sement de cette fonction quand on passe des valeurs z — 1, 
y = 2 aux valeurs z=1+h,y=2+k. 

2667. Développer la fonction e**Ÿ suivant les puissances 
de zx —2 et y + 2. 

2668. Développer la fonction sin (x + y) suivant les 


. TI 
puissances de x et y ——. 


2 
Donner trois ou quatre premiers termes du développe- 
ment en série des fonctions ù 
2669. e* cos y 2670. (1 + x)!*Ÿ 


suivant les puissances de zx et y. 


$ 4. Séries de Fourier 


19 Théorème de Dirichlet. On dit que la fonction 
f (x) satisfait aux conditions de Dirichlet dans l'intervalle (a, b)si 
dans cet intervalle cette fonction 
1) est uniformément bornée, c'est-à-dire |f(r)| < M pour a << 
< b, où M est une constante; 
2) n’a qu'un nombre fini de points de discontinuité de première 
espèce (c'est-à-dire en chaque point de discontinuité la fonction f (x) 
possède une limite à gauche finie f (£ — 0) — lim/f(£—e) et une 


e—+0 
limite à droite finie f (E+ 0) = limf(ë+e) (e > 0); 
e—»0 
3) n'a qu'un nombre fini d'extrémums stricts. 
Le théorème de Dirichlet affirme que si une fonction continue 


f (x) satisfait aux conditions de Dirichlet dans l'intervalle (—x, x) 
alors, en chaque point z de cet intervalle, cette fonction peut être 
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développée en série trigonométrique de Fourier 
[ (2)= + a cos x + bi sin + a cos 2r + 


+b.sin2r+...—+a,cosnr+b,sinnr+..., (1) 
où les coefficients de Fourier a, et b, se calculent d'après les formules 


a 
an=— | (0) cos ne ds (n=0;:1,2;:.); 


Tr 
; + 

= — | f(2)sin nz de m=1, 2, ...). 
7 


Si r, appartenant à l'intervalle (—x, +:) est un point de disconti- 
nuité de la fonction f (x), la somme S (x) de la série de Fourier est égale 
à la moyenne arithmétique des limites à gauche et à droite de la fonc- 
tion 


S (2)= + (f(z — 0) f (x+ 0). 
Aux extrémités de l'intervalle, c'est-à-dire pour r=—retrz=1x 
i 
S(—n=S (n)=S[f(—+0)+f (mr —0)]. 


20. Séries de Fourier non complètes. Si la 
fonction f (x) est paire (c’est-à-dire f (—zx) = f (x)), alors dans la 
formule (1) 

b, = O(n = 1,2,...) 
et 


LS 
a = Î # (a) cos x de (n=0,1,2::) 
0 


Si la fonction f (x) est impaire (c’est-à-dire f (—zx) = —f (x)), alors 
an = 0 (n = 0,1, 2,...) et 


T 


bn = + | f(z)sinnrdr (n—=1, 2, ...). 
0 


Une fonction donnée dans l'intervalle (0, x) peut être prolongée 
dans l'intervalle (—x, 0) soit d’une manière paire, soit d’une manière 
impaire ; par conséquent, on peut la développer sur l'intervalle (0, :) 
en série de Fourier non complète suivant les sinus ou les cosinus des 
arcs multiples. 


30. Séries de Fourier de période de 21 Si la 
fonction f (x) satisfait aux conditions de Dirichlet dans l'intervalle 
(—1, 1) de longueur 214, alors aux points de continuité de cette fonc- 
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tion intérieurs à cet intervalle, on a le développement 


fa)=+ + 81 cos +6 sin +0 cos + 


+b sin À +. an cos = + bh sin = + ..., 
où 
l 
an =+ f (x) cos = dr (n=0, 1, 2, ...), 
_ (2) 
bn = + | f(x) sin Te dz (n—1, 2, ...). 


Aux points de discontinuité de la fonction f (x) et aux extrémités 
z = +1 de l'intervalle, la somme de la série de Fourier se définit 
d'une manière analogue à celle donnée pour l'intervalle (—n, x). 

Dans le cas du développement d’une fonction f (rx) en série de 
Fourier dans un intervalle quelconque (a, a + 2!) de longueur 21, 
les limites d'intégration dans les formules (2) doivent être respective- 
ment remplacées par a et a + 2l. 


Développer en série de Fouricr dans l'intervalle (—1x, x) 
les fonctions données ci-dessous, déterminer la somme de la 
série correspondante aux points de discontinuité et aux 
extrémités de l'intervalle (x — —1x, x — x), construire le 
graphique de la fonction et de la somme de Ia série cor- 
respondante (et aussi à l'extérieur de l'intervalle (—1x, x)): 


C, pour —n<r<0, 
2671. je) = C pour 0<Lr< nr. 


Considérer le cas particulier quand €; — —1, c> = 1. 


ax pour —n<zr<0, 


2672. = ren 


bx pour 


Considérer les cas particuliers: a) a = b = 1; b) a — 
= —{, b=1; c) a=0, b=1; d) a =1, b = 0. 


2673. f (x) = x. 
2674. f (x) = e*. 
2675. f (x) = sin az. 
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2676. f (x) = cos ax. 
2677. f (x) = sh az. 
2678. f (x) = ch ax. 


T—Z 


on) en serie 


2679. Développer la fonction f (x) — 
de Fourier dans l'intervalle (0, 2x). 
2680. Développer la fonction f (x) — _. dans l’interval- 


le (0, x) suivant les sinus des arcs multiples. Utiliser ce 
résultat pour sommer les séries numériques : 


1 1 ‘1 | | 
RS eg RDS Pan 
1 1 1 1 
DÉS ain 


Développer les fonctions indiquées ci-dessous en série 
de Fourier non complètes dans l'intervalle (0, x): a) suivant 
les sinus des arcs multiples, b) suivant les cosinus des arcs 
multiples. Construire les graphiques des fonctions et les 
graphiques des sommes des séries correspondantes dans leurs 
domaines d'existence. 

2681. f (r) = x. Trouver à l'aide du développement 
obtenu la somme de la série 


A++. 


2682. f (x) = x. Trouver à l’aide du développement 
obtenu la somme des séries numériques 


DA Re DR 


2683. f (x) = e°*. 


1 pour 0<r<+. 
2684. f(x) — 


0 pour + <z<n | 


IT 


z pour 0<Lr< Tr 


2685. f (x) — 


I—Zx pour + <I<n: 
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Développer dans l'intervalle (0, x) les fonctions suivant 
les sinus des arcs multiples: 
z pour 0<Ir<+, 
2686. f (x) — à 
0 pour — <r<n. 
2687. f(x) —=z(n—7x). 
2688. f (x) = sin + ; 
Développer dans l'intervalle (0, x) les fonctions suivant 
les cosinus des arcs multiples: 
4 pour 0O<Lz<h, 
Su =} O0 pour A<r< 1. 


1 — Te pour 0<zrz<2h, 


2690. Je =] 
O0 pour 2h <r<x. 
2691. f(r) =zsinz. 


CE 


cosxz pour O<r<—, 
2692. f (x) = 


T 
— COST pour LTr< TH. 


2693. En utilisant le développement des fonctions z et 
z° dans l'intervalle (0, x) suivant les cosinus des arcs multi- 
ples (voir n°% 2681, 2682), démontrer l'égalité: 


OO 


Son ne Oz). 


n° 12 
n= 1 
2694**. Démontrer que si la fonction f (x) est paire 
et si f (5+2) = —f (5-2) , Sa série de Fourier dans 


l'intervalle (—:x, x) est donnée par un développement en 
cosinus des multiples impairs des arcs, et si la fonction f (x) 


est impaire avec f(5+:) = f (5-z) , alors elle se 


développe dans l'intervalle (—:x. x) suivant les sinus des 
multiples impairs des arcs. 

Développer les fonctions en série de Fourier dans les 
intervalles indiqués: 

2695. f(x) = |z |(—1<z<f). 

2696. f (x) = 2rz (0 <z<1). 
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2697. f (r) = & (—l<z< ll), 
2698. f (x) = 10 — x (5 < x << 15). 


Développer les fonctions suivantes en série de Fourier 
non complètes dans les intervalles indiqués: a) suivant les 


sinus des arcs multiples et b) suivant les cosinus des arcs 
multiples : 


2699. f(x) =1 (0<zr<!1). 
2700. fr) =zxz (0<z<l). 
2701. f(z) = 2 (0<z< 21). 


z pour 0OLz<1, 
HAS CE 2—zx pour 1<zr<2. 
2703. Développer la fonction 


3 
= 1 pour 5 <I<2, 


J—zx pour 2<Lr<3 
suivant les cosinus des arcs multiples dans l'intervalle 


6.0). 


CHAPITRE IX 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


$ 1. Solutions. Equations différentielles 
de familles de courbes. Conditions initiales 


19 Notions fondamentales. Une équation de la 
forme 1 


F(,y,y",..., y®) = 0, 


où y = y (x) est une fonction inconnue, s'appelle équation différen- 
tielle du n-ième ordre. La fonction y = œ (x) qui transforme en identité 
l'équation (1) s'appelle solution de cette équation et le graphique de 
cette fonction courbe intégrale. Si la solution est donnée sous forme 
implicite © (x, y) — 0, on dit d'ordinaire que c'est une intégrale. 

Exemple 1. Vérifier si la fonction y = sin zx est une solution 
de l'équation 

y" + y = 0. 


Solution. Ona 
y = COSz, y” = —sinz 


et, par conséquent, 
y" + y = —sinz + sinz = 0. 
L'intégrale 
® (x, Yi Css “es Ca) = 0 (2) 


de l'équation différentielle (1) contenant nr constantes arbitraires 
indépendantes Ci, --., Cn et équivalente (dans le domaine donné) 
à l'équation (1) s appelle l'intégrale générale de cette équation (dans 
le domaine correspondant). En donnant aux constantes Ci, .. 
de (2) des valeurs définies on obtient une intégrale particulière. 

Inversement, étant donné une famille de courbes (2), en élimi- 
nant les paramètres C1, . .., C, entre les équations 


0. 


on obtient en général une équation différentielle du type (1), dont 
la relation (2) est l’intégrale générale dans le domaine correspondant. 

Exemple 2. Former l'équation différentielle de la famille 
de paraboles 


y = Ci (x — Ci}. (3) 
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Solution. En dérivant deux fois l'équation (3), on a 
— 2C: (z == C2) et y” — 2Ci. (4) 
En éliminant dans les équations (3) et (4) les paramètres C1 et C2 
on obtient l'équation différentielle cherchée 
2yy" = y. 


On vérifie facilement que la fonction (3) vérifie identiquement cette 
équation. 


20. Conditionsinitiales. Si pour une solution parti- 
culière y = y (x) de l'équation différentielle 


y = f(x, y, y, -.., y, (5) 
les conditions initiales 
y (zo) = Yo, Y° (ro) = Yo, +, y 77) (xo) = pin 
sont données et si on connaît la solution générale de l'équation (5) 
y = Pr Ci. Cnhs 


alors les constantes arbitraires C;, . .., C, sont déterminées, si cela 
est possible, par le système 


Yo = (Zo» Ci .. Cn} 
Yo = Px (Tor Cas cs Cn)s 


go = pri (Zor Cr es Cn)- 
Exemple 3. Déterminer la courbe de la famille 
y = Crex + Crerix (6) 
y (0) =1, y” (0) = —2. 
Solution. Ona 
y —= Ciex — 2Ce-2zx. (7) 
En faisant z — 0 dans les formules (6) et (7), on a 
1=Ci+ C2 —2= Ci — 202, 
Ci = 0, Co = 4 


qui vérifie 


d’où 


et, par conséquent, 
y = erix. 


Dire si les fonctions données ci-dessous sont solutions 
des équations différentielles : 
2704. zy° = 2y, y = 5r. 


2705. y = + y?, y=—+. 
C3— 72 


2706. (z+y) dr +zdy=0, y=——. 
2707. y" + y = 0, y = 3 sin z — 4 cos z. 
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2708. + ur= 0, z=—C,cosot + C; sin wt. 


2709. y” — 2y + y = 0; — xe* 
2710. y” — (A; + À») y" +- hihoy — 0, 
y = Cieux L Cats, 


a) y , D) y = x°e* 


Montrer que les fonctions données ci-dessous sont des inté- 
grales pour les équations différentielles correspondantes : 


2711. (zx — 2y) y’ = 2x 


2712. (x — y +1)y" — 


2713. (zy — x) y” + xy'° + yy' — 2y" 0: y = În (xy). 


Former les équations différentielles des familles de 
courbes données ci-dessous (€, C;, C2, C; sont des constan- 


tes arbitraires): 


2714. y—=Cz. 
2719. y—Czr:. 
2716. y° = 2Cz. 
2717. x +y?=C*. 
2718. y—Ce*. 


2719. 2 —C(r—y°). 


A 
2720. ÿ+2<=2+Ce 


2721. In . = À + ay 
(a est un para- 
mètre). 

2722. (y — yo) = 2pz 
(Yo; P sont des 
paramètres). 


2723. y = Cie”* + Ce. 
2724. y—Cicos2x+C;sin 2x. 
2725. y—(Ci+Crr)e*+C3. 


2726. Former l’équation différentielle de toutes les droi- 


tes du plan OXY. 


2727. Former l'équation différentielle de toutes les para- 
boles du plan OXY d’axe vertical. 
2728. Former l'équation différentielle de toutes les cir- 


conférences du plan OXY. 


Pour les familles des courbes données ci-dessous indiquer 
celles qui vérifient les conditions initiales correspondantes: 


2729.  —y =C, 


y (0) = 5. 


2730. y = (C1 + C2x) e*, y (0) = 0, y’ (0) = 1. 


2731. y = Ci sin (x — C2), y (n) = 


1, y" (x) = 0. 


2732. y = Cie + Core + Ce; 
y (0) = 0, y” (0) = 1, y” (0) = —2. 
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$ 2. Equations différentielles du premier ordre 


10. Types d'équations différentielles du 
premier ordre. Une équation différentielle du premier ordre 
ce fonction inconnue y, résolue par rapport à la dérivée y’, est de la 
orme : 


y = f(x, y), (1) 
où f (r, y) est une fonction donnée. Dans certains cas il est plus com- 


mode de considérer la variable z comme la fonction inconnue et trans- 
crire l’équation (1) sous la forme 


| z = g(zx, y), (1°) 
où g(z, js . 
f (+; y) | 
Prenant en considération que y” — Let z° = _ les équations 
différentielles (1) et (1°) peuvent être mises sous la forme symétrique 
P(z, y)dr+ Q(z, y) dy = 0, (2) 


où P (x, y) et Q (x, y) sont des fonctions connues. 

Par solution de l'équation (2), on a en vue toute fonction de la 
forme y — q (x) ou x = Ÿ (y) vérifiant cette équation. La solution 
joe de l'équation (1) et (1) ou de 
‘équation (2) est de la forme 


D (z, y, C) = 0, 


où C est une constante arbitraire. 
SE de directions. 
L'ensemble des directions 


gwa—/f(x, y) 

s'appelle champ de directions de l'équa- 
tion différentielle (1) et on le désigne 
d'ordinaire par un système de traits ou -3 
de flèches faisant un angle a l’axe des x. 

Les courbes f (x, y) = k aux points 
desquelles la po du champ a une valeur 
constante égale à k s'appelle des isoclines. Pie. 105 
Dans les cas simples, après avoir cons- 18°. 
truit les isoclines et le champ de direc- 
tions, on peut tracer approximativement le champ des courbes intégrales 
en considérant ces dernières comme des courbes qui possèdent une 
direction déterminée du champ en chacun de leurs points. 


Exemple 1. Construire par la méthode des isoclines le champ 
de courbes intégrales de l'équation différentielle 


Ftétinir 


y = zx. 
Solution. Ayant construit les isoclines x = k (droites) 
et le champ de directions, on en déduit approximativement le champ 
des courbes intégrales (fig. 105). 
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La famille des paraboles ; 
TZ 
y=+C 
est l'intégrale générale. 
Construire approximativement par la méthode des isoclines le 


champ des courbes intégrales pour les équations différentielles indi- 
quées ci-dessous : 


2783. y = —z. 2736. y, 


; z T—Yy 
2734. y —= y e 
2737. y = r? + y?. 
2735. y'—1+ y. Fo) 


30. Théorème de Cauchy. Si la fonction f (z, y) est 
continue dans le domaine U{a<r< A, b < y < B}et possède dans 
ce domaine une dérivée f;, (x, y) bornée, alors par chaque point (xo, yo) 
de U passe une et seulement une courbe intégrale y = œ (x) de l’équa- 
tion (1) (p (zo) = ÿo)- 

40. Méthode deslignes poryeonatee d'Euler. 
Pour construire approximativement la courbe intégrale de l’équation 
(1) passant par un point donné Mo (xo, yo) on la remplace par une 
ligne brisée de sommets M; (z;, yi), où 


Zi+s = Zi + Azi, Yirs = Yi + Ayi, 
Az; = h (pas de la construction), 
Ayi Fe hf (za, yi) (i —. 0, 1, 2, . .). 


Exemple 2. Etant donnée l’équation 


calculer par la méthode d'Euler y (1), si y (0) = 1 (4 = 0, 1). 
Formons le tableau : 


© 9 Oo 1e or 0 10 
SOROmUCE 


L 1 


0 
1 
2 
3 
4 
5) 
(E 
1 
8 
9 
0 


CT OOCOOCOOCOOCC 


CES 


LD 


370 


Ainsi, y (1) = 1,248. A titre de comparaison, donnons la valeur exacte 
de y (1) = € /4 & 1,284. 

Déterminer à l’aide de la méthode d’Euler les solutions 
particulières des équations différentielles données pour les 
valeurs indiquées de zx: 


2738. y — y, y (0) = 1; calculer y (1) (k = 0,1). 
2739. y — x + y, y (1) — 1; calculer y (2) (kh = 0,1). 


2740. y — 4 y(0)=2; calculer y(1)}(4=0, 1). 


2741. ÿ=y-+, y (0)=1 ; calculer y(1) (4—0,2). 


$ 3. Equations différentielles du premier crdre à 
variables séparables. Trajectoires orthogonales 
410 Equationsdu premicer ordre à variables 


séparables. On appelle équation à variables séparables toute 
équation différentielle du premier ordre de la forme 


y = f(x) 8 (y) (1) 
ou 
X (z)Y (y) dr + Xs (x) Yi (y) dy = 0. (1°) 
En divisant par g (y) et en multipliant par dx les deux membres de 
l'équation (1), on a ——— = f (x) dr. D'où, en intégrant, on trouve 
l'intégrale générale de l'équation (1) sous la forme 
= | de +C. (2) 


De même, en divisant les deux membres de l'équation (1°) par 
X: (x) Y (y) et en intégrant la nouvelle expression obtenue on trouve 
la solution générale de l'équation (1°) sous la forme 


X(2) ,, (Yi), , 
j KG) + +] D AT E E @) 


Si pour la valeur y = yo, nous avons g (yo) = 0, alors la fonction 
y — yo est, comme on peut s’en assurer directement, une solution de 
l'équation (1). De même, les droites x = a et y — b seront des courbes 
intégrales de l'équation (1”) si a et b sont respectivement des racines 
des équations X, (x) = 0 et Y (y) = 0, l'équation différentielle ini- 
tiale ayant été divisée par les premiers membres de ces équations. 

‘Exemple 1. Intégrer l'équation 

? 

y=—2, (3) 


TZ 
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En particulier, trouver la solution satisfaisant à la condition initiale 
y (1) = 2. 
Solution. Mettons l'équation (3) sous la forme 
Qu 4 


dz z° 


d’où en séparant les variables, on a 


et, par conséquent, 
Inly|=—-In|z|+ilncC:, 


où la constante arbitraire est prise sous la forme În C;. En se libérant 
des logarithmes, la solution générale se met sous la forme 


= , (4) 


: L 
où C— + Ci 
On peut perdre la solution y = 0 quand on divise par y; mais 
cette dernière solution est contenue dans la formule (4) pour C = 0. 
En utilisant les conditions initiales données on trouve C = 2 
et, par conséquent, la solution particulière cherchée est 


2 
y=—. 


T 


20, Quelques équations différentielles se 
ramenant à des équations à variables sépa- 
rables. Les équations différentielles de la forme 


y = f(az+by+c) (b 0) 


se ramènent à des équations différentielles du type (1) à l’aide du 
changement de variables u= ax + by + c, où u est la nouvelle fonc- 
tion inconnue. 

30. Trajectoires orthogonales. Les trajectoires 
orthogonales sont des courbes coupant les courbes d’une famille donnée 
D (z, y, a) — 0 (a cst un paramètre) sous un angle droit. Si F (x, 
y, y’) = 0 est une équation différentielle de la famille, alors 


1 
F | ,U ——) —0 
Zz, y ; 
est l'équation différentielle des trajectoires orthogonales. 
Exemple 2. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille 
d’ellipses 
x? + 2y* = ai. (5) 


Solution. En dérivant l'équation (5), on trouve l'équation 
différentielle de la famille 


z + 2yy = 0. 
8372 £, 


« ’ 1 2 . . » 
D'où, en remplaçant y’ par — . on trouve l'équation différen- 
tielle des trajectoires orthogonales 


2y 2y 
————=0 t———, 
z mL ou y - 


En intégrant cette dernière équation on trouve y = Czr° (famille de 
paraboles) (fig. 106). 

40. Formation des équations différenticl- 
les. Quand on forme l'équation différentielle de certains problè- 
mes géométriques, on a très souvent besoin de se servir de la signifi- 
cation géométrique de la dérivée en tant que tangente de l’angle formé 


Fig. 106 


par la tangente à la courbe et la direction positive de l’axe OX ; cette 
propriété, dans de nombreux cas, permet d'établir très rapidement 
une relation entre l’ordonnée y de la courbe inconnue, son abscisse z 
et la tangente de l'angle de la tangente y’, c'est-à-dire d'obtenir une 
équation différentielle. Dans d’autres cas (voir n°5 2783, 2890, 2895), 
on a recours à la signification géométrique de l'intégrale définie en 
tant que l’aire du trapèze curviligne ou la longueur d’un arc de courbe. 
En outre, d’après la condition du problème on forme directement une 
équation intégrale très simple (puisque la fonction inconnue participe 
dans l'intégrale). Cependant, par dérivation de ses deux membres on 
peut facilement passer à une équation différentielle. 


Exemple 3. Déterminer la courbe qui passe par le point (3, 
2) et dont toute tangente comprise entre les axes de coordonnées est 
partagée en deux parties égales par le point de tangence. 


Solution. Soit M (x, y) le milieu de la tangente AZ, qui, 
par hypothèse, est le point de tangence (les points À et B étant les 
oints d’intersection de la tangente avec les axes OY et OX). Par 
ypothèse, OA = 2y et OB = 2x, le coefficient angulaire de la tangente 
à la courbe au point M (x, y) est 
dy OA y 


‘dx OB zx 
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C'est l'équation différentielle de la courbe cherchée. En la transfor- 
mant, il vient 


ct, par conséquent, 
Inz+iny=ilinC ou zy =cC. 


La condition initiale permet de déterminer € = 3-2 = 6. Ainsi, la 
courbe cherchée est l’hyperbole zy = 6. 


Intégrer les équations différentielles : 


2742. tg x sin° y dx + cos° x ctg y dy = 0. 
2743. xy EU EU 

2744. zyy' = 1-5". 

2745. y — zy = a (1 + 2° y). 

2746. 8e” te y dx + (A — e*) sec* y dy = 0. 
2747. y tgz = y. 


Déterminer les solutions particulières vérifiant les condi- 
tions initiales données: 


2748.(1 +e*)yy"—=e*, y—=1 pour z=—0. 

2749, (xy° + x) dx + (x°y — y) dy = 0, y = 1 pour 
z— 0: 

2750. y’ sinxz —yiny, y = 1Â pour x ee. 

Intégrer les équations différentielles à l’aide de change- 
ments de variables: 


2751. y = (x + y}. 

2752. y = (8x + 2y + 1). 

2753. ee D ne 
2754. (2x — y) dx + (4x — 2y + 3) dy — 


Passer aux coordonnées polaires dans les exercices n°5 2755 
et 2756. 


2755. y = VAE, 
y 

2756. (2° + y*) dx — xy dy = 0. 

2751*. Déterminer la courbe dont la tangente est égale 
à la distance de l’origine au point de tangence. 

2758. Déterminer la courbe qui jouit de la propriété sui- 
vante : en un point arbitraire de la courbe, la normale com- 
prise entre les axes de coordonnées est divisée en deux par- 
ties égales par ce point. 
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2759. Déterminer la courbe dont la sous-tangente est 
constante et égale à a. 

2760. Déterminer la courbe dont la sous-tangente est 
deux fois plus grande que l’abscisse du point de tangence. 

2761*. Déterminer la courbe dont l’abscisse du centre de 
gravité de l’aire limitée par les axes de coordonnées, cette 
courbe et l’ordonnée d’un des points quelconques de la 
courbe est égale aux 3/4 de l’abscisse de ce point. 

2762. Déterminer l'équation de la courbe qui passe par 
le point (3, 1) et jouissant de la propriété suivante: le seg- 
ment de la tangente compris entre le point de tangence et 
l’axe OX est divisé en deux parties égales par le point 
d'intersection avec l'axe OY. 

2763. Déterminer l’équation de la courbe qui passe par 
le point (2, 0) si le segment de la tangente à la courbe 
compris entre le point de tangence et l'axe OY a une lon- 
gueur constante égale à 2. 

Déterminer les trajectoires orthogonales des familles de 
courbes données (a est le paramètre), construire ces familles 
ainsi que leurs trajectoires orthogonales. 


2764. 2° + y? — a*. 2766. xy = a. 
2765. y* = ax. 2767. (x — a)° + y° = ai. 


$ 4. Equations différentielles homogènes 
du premier ordre 


10. Equations homogènes. L'équation différentielle 
P(x y)dr+Q(z, y) dy =0 (1) 


est par définition homogène si P (x, y) et Q (x, y) sont des fonctions 
homogènes du même degré. L’équation (1) peut être mise sous la forme 


s-1(#) 


et à l’aide de la substitution y — zu où u est la nouvelle fonction incon- 
nue on peut la ramener à une équation à variables séparables. On peut 
aussi avoir recours à la substitution x = yu. 


Exemple 1. Trouver la solution générale de l’équation 
L4 
(4 


ER 
se — + 
y . 


Solution. Posons y = ux, alors u + zu” = eu + u ou 


eudu= 
LA 
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En intégrant, on trouve u = —Inln _ d'où 
= lee. 
TZ 
20. Equations se ramenant à deséquations 
homogènes. Si 
 — arte) 
= (Ee @) 


0, en faisant alors dans l'équation (2) x — 


— u+ a, y — u + B, où les constantes & et B sont déterminées par 
le système d'équations 

aa + b,B + «, = 0, aa + bof + co = 0 
on se ramène alors à une des différentielle homogène par rapport 


aux variables u et v. Si Ô = 0, en faisant dans l'équation (2) ax + 
+ b;y = u, on se ramène à une équation à variables séparables. 


Intégrer les équations différentielles : 


2768. y =} 1. 2770. (z—y)ydz —x° dy = 0. 


2769. y=—2À#. 


2771. Déterminer la famille de courbes intégrales de 
l'équation (z° + y*) dr — 2zy dy = 0 et déterminer les cour- 
bes qui passent respectivement par les points (4, O) et (1, 1). 


2772. ydr+(2 Vzy—zx) dy=0. 


2773. z dy —y dr = V 2° + y? dx. 

2774. (4x° + 3zy + y?) dr + (4y° + 3xy + x°) dy = 0. 

2775. Trouver la solution particulière de l'équation 
(2° — 3y°) dx + 2xzy dy = O passant par le point x = 2, 
y = 1. 

Intégrer les équations: 


2776. (2z — y + 4) dy + (x — 2y + 5) dr = 0. 


y 1 — Sr — 3y NE z+2y+1 
2771. DE ETF 2778. (7 —Zr+F4y+3" 


2779. DE l'équation de la courbe qui passe par le 
point (1, 0) et qui jouit de la propriété que le segment de 
l'axe OY limité par l'origine des coordonnées et le point 
d'intersection de cet axe avec la tangente est égal au rayon 
polaire du point de tangence. 
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2780**. Quelle forme doit avoir le miroir d'un projec- 
teur pour que les rayons issus d’une source lumineuse ponc- 
tuelle se réfléchissent en faisceau parallèle ? 

2781. Déterminer l'équation de la courbe dont la sous- 
tangente est égale à la moyenne arithmétique des coordon- 
nées du point de tangence. 

2782. Déterminer l'équation de la courbe telle que le 
segment de l’axe des ordonnées limité par l'origine et le 
point d’intersection de la normale en un point arbitraire 
de la courbe est égal à la distance de ce point à l'origine. 

2783*. Déterminer l’équation de la courbe telle que l'aire 
limitée par l’axe des abscisses, la courbe et deux ordonnées, 
dont l’une est constante et l’autre variable, est égale au 
rapport du cube de l’ordonnée variable à l’abscisse corres- 
pondante. 

2784. Déterminer la courbe telle que le segment de l'axe 
des ordonnées limité par l'origine et le point d’intersection 
d'une tangente quelconque est égal à l'abscisse du point 
de tangence. 


$ 9. Equations linéaires du premier ordre. 
Equations de Bernoulli 


19 Equations linéaires. Une équation différentielle 
de la forme | 


y + P(G)y=Q() (1) 


du premier degré en y et y’ est appelée équation linéaire. 
Si la fonction Q (x) = 0, l'équation (1) est de la forme 


y + P()y=0 (2) 


et s'appelle équation différentielle linéaire homogène. Dans ce cas 
les variables se séparent et la solution générale de l'équation (2) peut 
se mettre sous la forme 


- (P(x) dx 
y=C.e ‘ (3) 

Pour intégrer l'équation linéaire non homogène (1), on applique 
la méthode dite de la variation de la constante arbitraire ; cette méthode 
consiste à trouver d’abord la solution générale de l'équation linéaire 
homogène correspondante, c’est-à-dire la relation (3). Ensuite, on 
suppose dans cette formule que la grandeur C est fonction de x et on 
cherche la solution de l'équation non homogène (1) sous la forme (3). 
Pour cela, on substitue dans l'équation (1) y et y’-données par (3) 
et de l'équation différentielle ainsi obtenue on détermine la fonction 
C (z). Ainsi, la solution générale de l'équation non homogène (1) 
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s’obticnt sous la forme 


-\P(x)d 
y=C (r).e Î ” . 
Exemple 1. Intégrer l'équation 
y" = tgz-y + cos z. (4) 


Solution. L'équation homogène correspondante est 
y — tgz-y = 0. 
En l'intégrant, on trouve 


1 
y=C:. e 
ÿ COS z 


En supposant C fonction de x, en la dérivant, on a 


| dC sin z 


I cos x LT cs 


C. 


En substituant y et y’ dans l'équation (4), il vient 
| LL sin z 
cosz dx cos? x 
d'où 


+ cos x, ou LR À 


nl 2 cos z dz 


C @=| cos® x dr = + sin 27 + Ci. 


Par conséquent, la solution générale de l'équation (4) est 
y = e 2+7 sin 2r+ Ci) ——. 


Pour trouver la solution de l'équation linéaire (1), on peut encore 
appliquer la substitution 


y = uv (5) 
où u et v sont des fonctions de zx. Alors, l'équation (1) prend la forme 
[u’ + P(z)uluv+vu—=Q (x). (6) 

Si on exige que 
u + P(z)u=0, (7). 


de (7) on déduit u, ensuite de (6) on détermine v et, par conséquent, 
de (5) on trouve y. 


20. Equatïron de Bernoulli. Une équation du 1-er 
ordre de la forme 


y + P(x)y = Q (x) y% 


où a 0et a = 1 s'appelle équation de Bernoulli. Elle se ramène à 


une équation linéaire à l’aide de la substitution z = y!”%. On peut 
aussi appliquer directement laTsubstitution y = uv ou la méthode 
de la variation de la constante arbitraire. 
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Exemple 2. Intégrer l'équation 
, 4 FA 
y=—y+z Vy. 


Solution. C'est une équation de Bernoulli. En posant 
y = uv 
on trouve 


d'otvu= + uv+z Vu ou v (u—<u)+ou=z V uv. (8) 
Pour déterminer la fonction u, exigcons que l’on ait 
u’ ue u—=0, 
Z 
d’où 
u = TA. 
En substituant cette expression dans l'équation (8), on trouve 
| 'ri=z Vuri, 
d'où on déduit v: 
1 2 
D= (5 In z + c) 
et, par conséquent, la solution générale est de la forme 
2 
y = 14 (in z+c) ; 
Trouver les intégrales générales des équations: 
2785. I; 
A LT 
dy , 2y 

2786. 2 D = T°. 

2787*. (1+y°) dr = (V1 + y sin y— zy) dy. 

2788. y° dx — (2xy + 3) dy = 0. 


Trouver les solutions particulières vérifiant les condi- 
tions données: 

2789. zy + y — e* — 0; y = b pour x = «a. 

2790. y ——"— 1170; y—=0 pour r=0. 


1 — 7° 


2791. y —yigz=——; y—=0 pour z=0. 


COS z 
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Trouver la solution générale des équations : 


dy L'NE 2 
2792. te — Ty $ 
2793. 22y y +70. 


2794. y dr + (27 y) dy =(. 


2795. 3x dy = y (1 + x sin x — 3y° sin x) dr. 

2796. Soient données trois solutions particulières y, y1, 
y> d'une équation linéaire. Démontrer que l'expression 
Ya — y 
Y— Y1 
ner le sens géométrique de ce résultat. 

2797. Déterminer les courbes pour lesquelles l’aire du 
triangle formé par l’axe OX, la tangente et le rayon vecteur 
du point de tangence est constante. 

2798. Déterminer l'équation de la courbe dont le seg- 
ment de l’axe des abscisses limité par |’ origine et le point 
d’intersection de la tangente est égal au carré de |’ ordonnée 
du point de tangence. 

2799. Déterminer l'équation de la courbe dont le segment 
de l'axe des ordonnées limité par l'origine et la tangente 
est égal à la sous-normale. 

2800. Déterminer l’équation de la courbe dont le seg- 
ment de l’axe des ordonnées limité par l’origine et la tangen- 
te est proportionnel au carré de l’ordonnée du point de tan- 
gence. | 
2801. Déterminer l'équation de la courbe dont la tan- 
gente est égale à la distance du point d'’intersection de 
cette tangente avec l'axe OX au point M (0, a). 


conserve une valeur constante pour x arbitraire. Don- 


$ 6. Equations aux différentielles totales. 
Facteur intégrant 


19. Equations aux différentielles totales. 
Si pour l'équation différentielle 


P (zx, y)drz + Q(x, y) dy = 0 (1) 
0Q 


l'égalité er est satisfaite, l'équation (1) peut alors être trans- 
crite sous la forme dU (x, yy=0ets ‘appelle équation aux différen- 
tielles totales. L'intégrale générale de l'équation (1) est U (x, y) = C. 


On détermine la fonction U (x, y) par la méthode indiquée au chapitre 
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VI, $ 8 ou d'après la formule 


x y 
Ü= | P(z, past | Q (zo, y) dy 
Xo yo 


(voir chapitre VII, $& 9). 
Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation diffé- 
rentielle 
(3x? + Gry?) dr + (6xr°y + 4y°) dy = 0. 
Solution. C'est une équation aux différentielles totales 
0 (3r?+-6xy*) _ 9 (6x°y + 4y5) 


puisque —12ry et, par conséquent, 


y Ôx 
l'équation est de la forme dU —0. 
Ici 
oU oU 
y: 2 2 =p;2 3 
35 3z2-L-Gry* ct du Gr°y + 4ys, 
d'où 


U— | (32° + Gzy?) dr + p (y) = 28 + 3r°y° + op (y). 


En dérivant U par rapport à y, on trouve = 6x?y + p° (y) = 


= 6z°y + 47% (par hypothèse), d'où q” (y) = 44° et p (y) = y + Co. 
On a finalement U (x, y) = 2 + 3x°y? + y# + Co, par conséquent, 
2 + 32°y? + yt = C est l'intégrale générale cherchée de l'équation. 
.. 20 Facteur intégrant. Si le 1-er membre de l'équation 
1) n’est pas une différentielle totale et si les conditions du théorème 
e Cauchy sont vérifiées, alors il existe une fonction ph = (x, y) 
(facteur intégrant) telle que 


u (P dr+ Q dy) = du. (2) 
D'où on en déduit l'équation 
à td 
57 MP)=77 HO) 
ROUE la fonction u. On trouve facilement le facteur intégrant p dans 


eux Cas: 


1) . (5) = F (x), alors p=p (x). 


4 [9P  9Q _ | 
D (5-5) = AG alors p=p (y). 
Exemple 2. Intégrer l'équation (azv+ay+&) dr + 
+ (23 + y?) dy — 0. 
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3 
Solution. Ici, on a P=2ry+ay te, Q=1r2+y° 


1 [OP  9Q\ 2r+r?+y—-2z . 
ct Q Te) 7 im par conséquent, 
U—H (2). 
| du à 0P_ 2Q, du 
Puisque dy (u1P) arr (1Q) ou By —= he er 7e , alors 
du 1 (© 0Q : _ . 
u_Q Fe) dr = dr et Inu—7, u = e*. 


En multipliant l’équation par 1 —e*, on trouve 


3 
€ (2ay+ay +) à2+ex (224 12) dy 0 


l'équation aux différentielles totales. En l’intégrant, on trouve 
l'intégrale générale 


yex (#+4) —C. 


Trouver les intégrales générales des équations: 


2802. 
2803. 
2804. 


2805. 


2806. 
2807. 


(x + y) dx + (x + 2y) dy = 0. 
(2° + y* + 2x) dr + 2xy dy = 0. 
(2 — 3zy* + 2) dr — (3x°y — y°) dy = 0. 


z dy—ydzx 
RE OS 


z dr + y dy — 


2zdr |, y°—3r° 


y3 T y4 


Trouver l'intégrale particulière de l'équation 


dy =. 


(z+ à) ie (4 — +) dy=0 


qui vérifie la condition initiale y (0) — 2. 
Intégrer les équations admettant un facteur intégrant de 
la forme u = u (r) ou u = u (y): 


2808. 
2809. 


2810. 
2811. 
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(x + y°) dr — 2ry dy = 0. 
y (1 + zy) dr — x dy — ©. 


+ dz + (y — In zx) dy = 0. 


(x cos y — y sin y) dy + (x sin y + y cos y) dr — 


$ 7. Equations différentielles du premier ordre non résolubles 
par rapport à la dérivée 
40 Equations différentielles du 1-rordre 
de degrés supérieurs. Si l’équation 
F(z, y, y) =0 (1) 
est, par exemple, du second degré par rapport à y”, alors en résolvant 
l'équation (1) par rapport à y’, on obtient deux équations: 
y = fix, y), y = f2 (7, y). (2) 


Ainsi, par chaque point M5 (zo, yo) d'un domaine du plan il 
asse en général deux courbes intégrales. L’intégrale de l'équation (1) 
ans ce cas est en général de la forme 


O (z, UE C) = P; (x, Yÿ» C) D: (x, Y; C) — 0, (3) 


où ®, et ®, sont deux intégrales générales de l'équation (2). 

De plus, pour l'équation (1), il peut exister une intégrale singu- 
lière. Géométriquement, la solution singulière est l'enveloppe de la 
famille de courbes (3) et qui peut être obtenue en éliminant C du sys- 
tème d'équations 


D(z, y, C)=0, Dex, y, C) = 0, (â) 
ou après l'élimination de p = y’ dans les équations du système 
Fr y, p)=0, F,(2 y, p) = 0. (5) 


Remarquons que les courbes définies par les équations (4) et (5) 
ne sont pas toujours des solutions de l’équation (1); c’est pourquoi, 
dans chaque cas séparé, il est nécessaire de le vérifier. 


Exemple 1. Trouver la solution générale et singulière de 
l'équation 
zy"?+ 2zy — y = 0. 


Solution. En la résolvant par rapport à y’, on trouve les 
deux équations homogènes 


"= _1+)/1 +L, y= 1-7" 1+£ 
E 4 T 
définies dans le domaine 
z(z+y)>0 
dont les intégrales générales sont 


2 9 
y = V y 44) © 
VA nr +441) ee 
ou 


Q@r+y—C)—2Vz+zy=0, (2r+y—C)+2 Vzt+zy=0. 
En multipliant, on trouve l’intégrale générale de l'équation donnée 
(2z+y—C} —4(À+ zy) = 0, 


(y — C} = 4Cz 


ou 


(famille de paraboles). 
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En dérivant l’intégrale générale par rapport à C et en éliminant 
C, on trouve l'intégrale singulière, 


y+z=t©. 


(On vérifie que y + z = 0 est une solution de l'équation.) 
On peut aussi trouver l'intégrale singulière en dérivant zp° + 
+ 2rp — y = 0 par rapport à p puis en éliminant p. 


20. Intégration des équations différen- 
tielles en introduisant un paramètre. Si l'équa- 
tion différentielle du premier ordre est de la forme 

z = Œ(y, y’), 


les variables x et y peuvent être définies par le système d'équations 


RÉ AE ES ôp dy ’ z=p(y, P}; 


où p = y” joue le rôle d’un paramètre. 
De même, si y = % (x, y’), alors z et y sont déterminés par le 
système d'équations 


Pr p dr’ y=%Ÿ (zx, p). 


. Exemple 2. Trouver les intégrales générale et singulièro 
de l'équation 


? z° 
Y=Y a +. 


Solution. En faisant la substitution y’ = p, on peut trans- 
crire l'équation sous la forme 
9 za 
y=P—zp+—-. 


En dérivant par rapport à x ct en supposant p fonction de z,ona 


_». dP dp 
p=2per—p—z +2 
dp dp ns 
ou 7. @P—z)=(2p—7) ou or En intégrant on trouve p=zx+ 


+C. Par substitution dans l'équation initiale, on en déduit la 
solution générale 


y=(+O—ze+OHÉ où y= D +Cr+C2. 
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En dérivant la solution générale par ‘rapport à C et en éliminant C 


o 


on trouve la solution singulière y = 2. (On vérifie que y = _. 
est une solution de l'équation donnée.) 

Si on annule le facteur 2p — x par lequel on a simplifié, on trouve 
p = . et, en substituant p dans l'équation donnée, on a y — =, 
c’est-à-dire la même solution singulière. 


Trouver les intégrales générale et singulière des équa- 
tions : (Construire le champ des courbes intégrales pour les 
exercices n°% 2812-2813.) 


2812. y2—#y+1—0 

2813. 4y°* — 9x = 0. 

2814. yy'* — (zy + 1)y + z = 0. 

2815. yy'* — 2ry + y = 0. 

2816. Trouver les courbes intégrales de l’équation y’? + 
+ y° = À passant par le point M (o, — 

Intégrer les équations en introduisant un paramètre: 

2817. x=siny +Iny’. 2820. 4y = x" +y"?. 

2818. y =y'’ev. 2821. e* = 

2819. y=y°+2Iny. 


$ 8. Equations de Lagrange et de Clairaut 
190 Equation de Lagrange. Une équation de la forme 
y = zQ (p) + Ÿ (p), (1) 


où p — y’, s'appelle équation de Lagrange. En dérivant et en prenant 
compte que dy = p dx l'équation (1) devient linéaire par rapport à z 


p dz = @(p) dz + [xp (p) + Ÿ° (p)] dp. (2) 


Sip & ® (p), alors des équations (1) et (2) on déduit la solution générale 
sous forme paramétrique 


z=Cf(p)+gG), y = (Cf) + 8 GE) G) + Ÿ (6), 
où p est un paramètre et f(p), g (p) sont des fonctions connues. 
En outre, il peut exister une solution singulière que l’on peut trouver 
par la méthode ordinaire. 
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20. Equation de Clairaut. Si dans l'équation (1) 
p = ®({(p), on a affaire à l'équation de Clairaut 


y = zp + Ÿ (p). 


Sa solutivn générale est de la forme y = Cz +  (C) (famille de droi- 
tes). En outre, il existe une solution singulière (enveloppe) obtenue 
en éliminant le paramètre p entre les équations du système 


{ —— —Ÿ" GP), 
y = pz + Ÿ (p). 


Exemple. Intégrer l'équation 
1 
a E . (3) 


Solution. Posons y’ = p, alors y = 2pzr + _ * en diffé- 
rentiant et en remplaçant dy par p dr, on a 


pdr=2pdr+èr ap“, 


ou 
dr 2 1 
—— = ———— ? —— , 
dp P + pÿ 

On a en intégrant cette équation linéaire 


2=—< (In p+cC). 


Par conséquent, l'intégrale générale est 


1 
7 (ln p+0, 


1 
=9 . 
y LR er 


Z= 


Pour déterminer l'intégrale singulière d'après la règle générale for- 
mons le système | 


1 1 
y==2pz +, O=2r — p2 "e 
D'où 
2p2 ” P 


et, par conséquent, 


En substituant y dans l'équation (3), on peut se convaincre que la fonc- 
tion obtenue n'est pas solution et que, par conséquent, l'équation 
(3) n’a pas d’intégrale singulière. 
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Întégrer les équations de Lagrange: 
2822. y — az (y' + ) . 2824. y—(1+y')xz +y*. 


’ 2% 19 1 CT PI 
2823. y=y+V1—y*. 2825*%. y= —-y'(27+ y). 


Trouver les intégrales générale et singulière des équations 
de Clairaut et construire le champ des courbes intégrales : 


2826. y—zy +y'*. 2828. y—zy + Y 1+(y'}. 
2827. y—zy" +y'. 2829. y—=zxy + . 


2830. Déterminer la courbe dont l’aire du triangle formé 
par la tangente en un point quelconque et les axes de coor- 
données est constante. 

2831. Déterminer la courbe dont la distance d’un point 
donné à une tangente quelconque à cette courbe est cons- 
tante. 

2832. Déterminer la courbe dont le segment d’une de ses 
tangentes quelconques compris entre les axes des coordon- 
nées a une longueur constante ll. 


8 9. Exercices mixtes sur. les équations différentielles 
du premier ordre 


2833. Déterminer le type des équations différentielles 
et indiquer les méthodes qui permettent de les intégrer: 


a) (z+y)y'=zaretg +;  i) y=(z+uy); 


b) (z—y)y =? ; j) zcosy+ysiny"=1; 
c) y"=2ry+x; k) (°—zy)y'= y"; 

d) y"=2zy+y"; 1) (2° + 2zy) dx + 

e) xy+y=siny; + (y? + 3z°y?) dy = 0 ; 
î) (y—2y'} = y"; m) (2°—3zy) dr + 

g) y—=zxet; + (2? +3) dy = 0; 
h) (y —2ry) Vy= zx; n) (zy* + In x) dr = y*° dy. 


Intégrer les équations : 
2834. a) (z—y cos — dz+x cos + dy = 0 ; 
b) xin — dy —y dx =0. 
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2835. x dr — (=) dy. 

2836. (2xy° — y) dr + x dy =0. 

2837. zy + y—zxy* In zx. 

2838. y—=zxy +y'Iny-.. 

2839. y=y" + VV — ay. 

2840. x° (y + 1) dx + (x —1) (y — 1) dy —0. 
2841. (1+y°) (e**° dr —e” dy) — (1 + y) dy = 0. 
2842. y —y == 


2843. ye! — w- . 27e y'. 
2844. : + y COS x — sin x COS &. 
2845. (1—2) y" + zy = a. 


2846. y ——— 20. 


2847. y'(x cos y + a sin 2y) —1. 
2848. (z°y — x? +- y — 1) dx + (zy + 2x — 3y — 6) dy —0. 
2849. y' — (1 + » |. 
2850. zy° dr — (x°y + 2) dy. 
Sr? 


Vire 
2852. 24r+ dy Lar=0. 


2853. y—#+tgi. 2857. y = pt. 
2854. yy' + y° — cos x. 2858. 2 dr — (xt + y°) dy = 0. 
2855. zdy+ydr=y" dr. 2859. 2°y'3+ 3zyy + 2y° = 0. 
2856. y’ (x + sin y) = 1. 

z dr +y dy z dy—y dr 
2860. Va TR Ts == (0. 
2861. eŸ dx + (re — 2y) dy — 0. 
2862. y = 2zy + V 1+y'2. 
2863. y "=2({+Iny—Inz). 


2864. (2e* + yt) dy — ye” dx = 0. 
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2865. 


2866. 
2867. 
2868. 


2869. 
2870. 


2871. 
2872. 


2873. 
2874. 
2875. 


_ y+2  \2 

y =2 (== : 

zy (zy? + 1) dy — dr — 0. 

a (zy" + 2y) =zyy". 

zdy—y dr = y? dr. 

(2 —1) dy + (+ 3zy Vi —T) dr = 0. 
dy | 

tg TH —y—=a. 

V a+ dy+(r+y—V a+) dr =0. 

Zyy*— (2 + y°) y + xy = 0. 

, 1 

Y=T +. 

(3x° + 2zy — y*°) dx + (2° — 2xy — 3y*) dy = 0. 
d o a 

2yp = 3p° + 4y?. 


Trouver les solutions des équations qui vérifient les condi- 
tions initiales indiquées: 


2876. 


28717. 
2878. 
2879. 


.Y + y =cosx, y = + pour 2= 0, 


y= ii, y=0 pour z—1. 
y = 1, y = 1 pour zx = 1. 
ctg zy + y =2, y—=2 pour x = (. 
el (y +1) = 1, y = 0 pour x = 0. 


. y — 2y = —à2;, y = + pour z = 0. 
.Y + y = 2x, y = —À pour z = (. 


zy = y; à) y = 1 pour zx = 1; b) y = 0 pour 


. 2zy = y; a) y = 1 pour x == 1; b) y = 0 pour 


. 2xzyy + — y =0; a) y —0 pour z —0; 


b) y—1 pour x = 0; c) y =0 pour z = f. 


2886. 


Déterminer la courbe qui passe par le point (0, 1) 


et dont la sous-tangente est égale à la somme des coordon- 
nées du point de tangence. 


2887. 


Déterminer une courbe dont la somme des segments 


découpés par sa tangente sur les axes des coordonnées est 
constante et égale à 2a. 
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2888. La somme des longueurs de la normale et de la 
sous-normale est égale à un. Trouver l’équation de la courbe 
si on sait qu'elle passe par l’origine des coordonnées. 

2889*. Déterminer la courbe dont l’angle formé par la 
tangente et le rayon vecteur au point de tangence est 
constant. 

2890. Déterminer une courbe sachant que l’aire com- 
prise entre les axes de coordonnées, cette courbe et l’ordonnée 
d’un de ses points arbitraires est égale au cube de cette 
ordonnée. 

2891. Déterminer une courbe sachant que l'aire du secteur 
limité par l’axe polaire, cette courbe et le rayon vecteur 
en un point quelconque de la courbe est proportionnelle au 
cube du rayon vecteur. 

2892. Déterminer la courbe dont le segment de l’axe OX 
limité par la tangente et l’origine des coordonnées est égal 
à la longueur de cette tangente. 

2893. Déterminer la courbe dont le segment de la tan- 
gente compris entre les axes de coordonnées est partagé en 
deux parties égales par la parabole y* — 2x. 

2894. Déterminer la courbe dont la normale en un point 
quelconque est égale à la distance de ce point à l’origine 
des coordonnées. 

2895*. L'aire d’une figure limitée par une courbe, les 
axes de coordonnées et l’ordonnée d’un point quelconque de 
cette courbe est égale à la longueur correspondante de l'arc 
de cette courbe. Trouver l'équation de cette courbe, si on 
sait qu’elle passe par le point (0,1). 

2896. Déterminer la courbe dont l’aire du triangle formé 
par l’axe des abscisses, la tangente et le rayon vecteur 
du point de tangence est constante et égale à a*. 

2897. Déterminer une courbe si on sait que le milieu du 
segment de l'axe OX limité par la tangente et la normale 
à la courbe est le point constant (a, O). 


Quand on compose des équations différentielles du premier ordre, 
en particulier dans les problèmes de physique, il est souvent utile 
d’avoir recours à la méthode des différentielles, qui consiste en ce que 
les relations approchées entre les accroissements infiniment petits des 
grandeurs à déterminer, qui sont vraies aux infiniment petits d'ordre 
supérieur près, sont remplacées par des relations correspondantes entre 
leurs différentielles, ce qui n’influe pas sur le résultat. 

© Problème. On a’dans un réservoir une solution de 100 litres 
d'eau contenant 10 kg de sel. L'eau se déverse dans le réservoir avec 
une vitesse de 3 litres à la minute et le mélange en sort à la vitesse de 
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2 litres à la minute. En outre, on conserve une concentration uniforme 


par voie de mélange. Déterminer la quantité de sel que contiendra le 
réservoir au bout d’une heure. 


Solution. On appelle concentration c d’une substance donnée 
la quantité de cette substance contenue dans l’unité de volume. Si la 
concentration est uniforme, alors la quantité de substance contenue 
dans le volume V est cY. 


Soit x kg la quantité de sel contenu dans Île réservoir après { mn. 
La quantité de mélange dans le réservoir à cet instant est 100 + 1 


et, par conséquent, la concentration est c = D kg par un litre. 


Pendant l'intervalle de temps dt, le réservoir se vide de 2dt litres 
de mélange contenant 2c dt kg de sel. Donc la variation dz de la quan- 
tité de sel dans le réservoir est caractérisée par la relation 


2x 
eo 
C'est l'équation différentielle cherchée. En séparant Iles variables 
et en intégrant on trouve 


Inz= —21n (100+:4)+Ilnc, 


nn 
 (00+:)3 


La constante C est déterminée par la condition que pour t = 0, 
z — 10, c'est-à-dire C — 100 000. Une heure après, le réservoir con- 


tiendra “ao 
1605 = 3,9 kg. 

2898*. Démontrer que pour un fluide pesant en rotation 
autour d’un axe vertical la surface libre a la forme d’un 
paraboloïde de révolution. 

2899*. Trouver la relation qui existe entre la pression 
de l’air et l’altitude si on sait que cette pression est égale 
à 1 kg par cm* au niveau de la mer et à 0,92 kg par cm° 
à 500 m d'altitude. 

2900*. On sait que d’après la loi de Hooke un cordon 
élastique de longueur ! s’allonge de XF (k — const) lors- 
qu'il est soumis à une tension F. De combien s’allongerait 
le cordon sous l’action de son poids W si on le pend par l’une 
de ses extrémités? (La longueur initiale du cordon est |.) 

2901. Résoudre le même exercice que précédemment, 
mais avec la condition qu'à l'extrémité du cordon on fixe 
une charge P. : 

On demande d'utiliser la loi de Newton pour résoudre 
les exercices n°% 2902 et 2903 d’après laquelle la vitesse de 
refroidissement d'un corps est proportionnelle à la diffé- 
rence des températures du corps et du milieu qui l’environne. 


ou 


z 


T—= 


391 


2902. Déterminer la relation qui existe entre la tempé- 
rature 7 et le temps ft, si un corps chauffé à T, degrés est 
placé dans une chambre dont la température est constante 
et égale à a degrés. 

2903. En combien de temps la température d’un corps 
chauffé à 100° baissera jusqu'à 30° si la température de la 
chambre est égale à 20° et si pendant les 20 premières 
minutes le corps se refroidit jusqu’à 60°? 

2904. Le freinage dû au frottement d’un disque en rota- 
tion dans un liquide est proportionnel à la vitesse angulaire. 
Trouver la relation qui existe entre la vitesse angulaire et 
le temps, sachant que le disque a commencé son mouvement 
de rotation à la vitesse de 100 t/mn et qu'une minute après 
sa vitesse était de 60 tours à la minute. 

2905*. La vitesse de désintégration du radium est pro- 
portionnelle à sa quantité initiale. On sait qu'après 1600 ans 
il ne reste que la moitié de la quantité initiale. Trouver le 
pourcentage de radium désintégré 100 ans après. 

2906*. La vitesse d'écoulement de l’eau à travers une 
ouverture se trouvant suivant la verticale à la distance À 
de la surface libre est donnée par la formule 


v=cV 2gh, 
où cÆ 0,6 et g est l'accélération de la force de pesanteur. 

Dans combien de temps une chaudière demi-sphérique 
pleine d’eau de 2 m de diamètre se videra complètement 
par une ouverture circulaire de rayon 0,1 m pratiquée dans 
le fond de la chaudière? 

2907*. La quantité de lumière absorbée par une fine 
couche d’eau est proportionnelle à la quantité de lumière 
incidente et à l'épaisseur de la couche. On sait que si la 
couche d’eau a 3 m d'épaisseur, l’eau absorbe la moitié de 
la quantité de lumière initiale; quelle est la quantité de 
lumière qui atteigne la profondeur de 30 mètres? 

2908*. La résistance de l'air exercée sur un corps tom- 
bant en parachute est proportionnelle au carré de la vitesse 
du mouvement. Trouver la vitesse limite de chute. 

2909*. Le fond d’un réservoir de 300 litres de capacité 
est recouvert d'un mélange de sel et d’une substance inso- 
luble. En supposant que la vitesse de dissolution du sel 
soit proportionnelle à la différence entre la concentration 
à l'instant donné et la concentration de la solution saturée 
(1 kg de sel pour 3 litres d’eau), et que la quantité d’eau 
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pure donnée dissout 1/3 kg de sel en une minute, déterminer 
la quantité de sel que contient la solution une heure après. 

. 2910*. La force électromotrice e d’un circuit parcouru 
par un Courant d'intensité à, de résistance R et d'auto-induc- 
tion ZL est constituée par la perte de tension Ri et la force 


électromotrice d’auto-induction L L Déterminer l’inten- 


sité de courant à à l'instant #, si e —  E sin ot (Æ et © ne 
des constantes) et i = 0 pour # -- 


$ 10. Equations différentielles d'ordres supérieurs 
19 Cas où l'intégration est immédiate. Si 


y® = f (z), 
alors 


y= | dx | ot | f(x) dr+Cirn-lELCemn-s Lt... LH Cn. 


n fois 


20. Cas où on peut abaisser l'ordre. 1) Si une 
équation différentielle ne contient pas y explicitement, par exemple 


F(z, y’, y") = 0, 


alors, en posant y” = p, on a une équation dont l’ordre est d’une unité 
inférieure . 
F (x, p, p') = 0. 


Exemple 1. Trouver la solution particulière de l'équation 
zy" + y +z=0 
vérifiant les conditions 
y=0, y = 0 pour z = 0. 
Solution. En posant y = p, on a y” = p', d’où 
cp +p+z=0. 


En intégrant cette dernière équation comme une équation linéaire 
par rapport à p, on trouve 


r? 


pz=C;- D 


D'après la condition y’ = p = 0 pour z = 0 on a 0 = C; — 0, c'est- 
a-dire Ci; = 0. Par conséquent, 
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ou 
d 


_ LZ 
dr 2 
d’où, en intégrant encore une fois, 


2 
Y= — + Ca 


En faisant y = 0 pour z = 0 on trouve C2 = 0. Par conséquent, la 
solution particulière cherchée est 


y= —— 22. 


4 
2) Si l'équation différentielle ne contient pas z explicitement, par 


exemple, , 
F (y, y, y") = 0, 


La : # dp ® e e . 
alors, en posant y = p,y" =p du" on se ramène à une équation dont 
l'ordre est d’une unité inférieure 


dp\ 
F (y, P; pe) = 0. 
Exemple 2. Trouver la solution particulière de l’équation 
yy —y=f 
avec les conditions y = 1, y’ = 0 pour z = 0. 


Solution. Posons y’ = p, alors y = p _. et notre équation 
se transforme en l'équation 


ap _ 
Ypo p=yt. 


Nous sommes ramenés à une équation du type Bernoulli par rap- 
port à p (y) étant considéré comme la variable indépendante). En 
intégrant, on trouve 


p=+yVCi+y. 


De la condition y = p = 0 pour y = 1 on a Ci; = —1. Par con- 
séquent, 


p=+y Vy?—1 
ou 


dy _ 2— 
D=+y Wy 1. 


On a en intégrant 
arccos n. + z=Ce. 


En posant y = 1 et z = 0 on trouve C2 = 0 d'o 
ou y —= sec z. 
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Intégrer les équations : 


2911. y"=<. 2920. yy"= y°y" + y'?. 
; l 1 2921. yy"—y'(1+y')=0. 

Fe pe 2922. ÿ = +. 

2913. y PS 2 2093. (z+1) y"—(x+2) y'+ 

2915. yy" = y"?. . 

2916. yy"+y'?=0. 2924. zy"=y' In. 


2917. (1+z!)y"+y'?+ PT : 
+1—0. 2925. (7 TT YT=zy. 

2918. y'(1+ y?) = ay”. 2926. zy” + y" = 1 + x. 

2919. z2°y" + zy' — 1. 2927. y"? + y"? — 

Trouver les solutions particulières correspondant aux 

conditions initiales données : 

- 2928. (1 + 2) y" — 2zy = 0,y = 0,y" = 3 pour z=0Q. 

2929. 1 + y'* = 2yy”, y = 1, y = 1 pour x = 1. 

2930. yy” + y'° = y’ Sy — À, y — 1 pour z = (. 

2931. zy” = y’, y = 0, y’ = 0 pour z = 0. 

Trouver les intégrales générales des équations: 

2932. yy = Vi + y y" — y'y" 

2933. yy" == y"? + y’ RTE 

2934. y° — yy" = y°y 

2935. yy" + y? — y's In y = (. 

Trouver les solutions qui vérifient les conditions don- 

nées : 

2936. y'y—1; y—1, y'—1 pour z— . 

2937. yy +y?=1; y—=1Â, y'—=1 pour z—0. 

2938. zy"= V1+y'?; y—0 pour x—1; _ pour x—e*. 

2939. y" (14 Inz)+£.y =2+Inz; y= y" = 1 pour 

Del. 
” La ’ 1 ? 
2940. =# (1+m4);ye=s. y" —1 pour z=—1. 


2941. y—y?+ y" (y—1)=0; y=2, y —2 pour z=0. 
2942. 3y'y"=y+y' +1; y= —2, y —0 pour z=0. 
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, y = 1 pour z = 0. 


2943. y* + y'* — 2yy" — 1 
= 1 pour z = Cet y = 0 


0; y 
2944. yy + y" + yy" = 0; y 
pour z — —{. 
2945. 2y° + (y — Gx)-y" = 0 
z— 2: 
PDU UD — y" = 0;y=1,y = 2pourz = 0. 
2947. 2yy” he die y = À, y — 0 pour zx = 0. 
. 2948. Qyy" + y — y = 0: y = À, y’ = 4 pour z = (0. 


ss y=0, y =2 pour 


2949. y =y?—y; y= ——, = pour z=—1. 


2950. ÿ + e°y" —2yy ?=0; y—=1Â, y —=e pour 


Lis 
2e 
2951. 1 + yy” + y = 0; y = 0, y’ = 1 pour x = 1. 
2952. (1 + yy') y” Pere y; y = 1, y" = 1 pour 
z = (0. 
FA S (x + 1)y" +zy® = y"; y = —2, y =4 pour 
£ 


intégrer les does 

2954. y = zy"* + y" 

2955. y = zy° + y” — y”*. 

2956. y”'* — 4y”. 

2957. yy'y” = y'3 + y”*. Déterminer la courbe intégrale 
qui passe par le point (0, O0) et qui est tangente à la droite 
y+z= 0. 

2958. Déterminer les courbes dont le rayon de courbure 
est constant. 

2959. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure 
est proportionnel au cube de la normale. 

2960. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure 
est égal à la normale. 

2961. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure est 
deux fois plus grand que la normale. 

2962. Déterminer les courbes dont la projection du rayon 
de courbure sur l'axe OŸ est constante. 

2963. Former l'équation du câble d’un pont suspendu en 
supposant que la charge est répartie uniformément suivant 
la projection du câble sur une droite horizontale. On néglige 
le poids du câble. 

2964*. Déterminer la position d'équilibre d’un câble fle- 
xible inextensible fixé par ses extrémités et de charge cons- 
tante qg (y compris.le poids du câble) par unité de longueur. 
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2965*. Un corps pesant glisse sans vitesse initiale sur 
un plan incliné. Trouver la loi du mouvement si l'angle du 
plan avec une horizontale est & et le coefficient de frotte- 
ment Lu. 

(Indication. La force de frottement est égale à 1W, où N est 
la réaction du plan.) 

2966*. La résistance de l'air exercée sur un corps en 
chute peut être considérée comme proportionnelle au carré 
de la vitesse. Trouver la loi du mouvement si la vitesse 
initiale est nulle. 

2967*. Un hors-bord de 300 kg se déplace en ligne droite 
avec une vitesse initiale de 66 m/s. La résistance de l’eau 
est proportionnelle à la "vitesse et est de 10 kg pour une 
vitesse de { mètre seconde. Dans combien de temps la 
vitesse sera de 8 m/s? 


$ 11. Equations différentielles linéaires 


49, Equations homogènes. On dit que les fonctions 


ÿys — Pi (2), Y2 — É (x), - -., Yn — Pn (zx) sont linéairement dépen- 
dantes s'il existe des constantes Ci, C2, . . ., C, non toutes nulles 


telles que 
Ciyi + Cayz + ... + CnYn = 0; 


dans le cas contraire, ces fonctions sont dites linéairement indépendan- 
Les. 
La solution générale de l'équation différentielle linéaire homogène 


y + Pi (x) y +... + P, (x) y = 0 (1) 
à coefficients P, (x) (ë = 1, 2, ..., n) continus est de la forme 
y = Cagi + Cage +... + Chouns 


» Y2 + + + Un SOnt des solutions linéairement indépendantes de 
1 AN LA (1) (ième fondamental de solution). 
20 Equations non homogènes. La solution générale 
d’une équation différentielle linéaire non homogène 


y + P, ()yMmD +... + P, (x) y = f(2) (2) 
à coefficients P, (x) continus et à second membre f (x) est de la forme 
y—=yot };, 


où yo est la solution générale de |’ équation homogène (1) correspondante 
et Ÿ une solution particulière de l'équation non homogène (2) donnée. 
Si on connaît un système fondamental de solutions His U2s + ++ Un 
de l'équation homogène (1), la solution générale de l’équation non 
homogène (2) correspondante peut être cherchée sous la forme 


y = Ci(z) y + Ca) y +... + Cn (z) Yn: 
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où les fonctions C, (x) (1 = 4, 2, ..., n) sont définies par le système 
d'équations ; 
Ci (x) ya+ Ca (x) ya+... + Ca (x) y =0, 
Ci(z)y+Ca(z) ya +... + Cn(z) yn =0, 


ES Re GS td re ae (3) 
Cj (a) yh-2 + C4 (7) yg-2 +. + Ch (2) y® 0, 
C! (x) yin-n EL Ci (z) y is +Ch (x) yn-D = f (x) 
(méthode de la variation des constantes arbitraires). 
Exemple. Intégrer l'équation 
zÿ + y = À. (4) 
Solution. En intégrant l'équation homogène 
zÿ + y =0 
on trouve 
y = Cslnz+ Ce (5) 


Par conséquent, on peut prendre 
= Inz et Y2 — 1 
et chercher la solution de l’équation (4) sous la forme 
y = Ci(z)inz+ C2 (2). 
En formant le système (3) et tenant Done de ce que l'équation 
(4) peut être mise sous la forme y° + LR z, on trouve 
Ci . Inxz+cCs @) 1=0, 
{ Ci (x) — À + Ci (2) 0=z. 
D'où 


C: ()= +4 et Ca(r)— _ In ++ 
et, par conséquent, 
= = +Aln'z+8B, 
où A’et B sont des constantes arbitraires. 


2968. Dire si les systèmes suivants de fonctions sont 
linéairement dépendants: 


a)z,z +1; CS RC RE 

b) 2°, —27"*; fe , e*, €; 

c) 0, 1, z; g) sin x, cos x, 1; 
d) x, PA z +2; h) sin? z, cos x, 1. 


398 


2969. Former l'équation différentielle linéaire homogène 
connaissant son système fondamental de solutions: 


a) y, = SINT, Ys = COST; 
b) y, = e, Ya = ZE; 
C) Yi = ZT, Ya = I; 

d) y, = €”, Ye = e*SiINZ, Y3 —= €* COS Z. 


2970. Connaissant le système fondamental de solutions 
YU =Z Y2=2, Yy3 = 


d’une équation différentielle linéaire homogène trouver la 
solution particulière y vérifiant les conditions initiales: 


y li = 0, Y' ei = —1, Yet = 2. 
2971*. Intégrer l'équation 


2, 
is br où 


e sin z e e CES 
Si Yi— est une solution particulière. 
E À 


2972. Intégrer l'équation 
(nz—1)y"—1zy +y=0 


si y, = z est une solution particulière. 

Intégrer par la méthode de la variation des constantes 
arbitraires les équations linéaires non homogènes: 

2973. z°y" — zy = 3x5. 

2974%. y" + zy — y = T°. 

2975. y" + y’ = sec zx. 


$ 12. Equations différentielles linéaires du second ordre 
à coefficients constants 


10 Equation homogène. L’équation linéaire du second 
Du à coefficients constants p et qg, sans second membre, est de la 
orme 


y" + py" + qu = 0. (1) 
Si k: et k sont les racines de l'équation caractéristique 
pt =k+pk+qg—=0, (2) 
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alors la solution générale de l'équation (1) peut se mettre sous l’une 
des trois formes suivantes: 


1) y= Cie + Ce, si ki et k, sont réels et ki Æ k: : 
2) y=eM*(Ci+ Cox), si ki= ke ; 
3) y—e%* (C1 cos Br + Ca sin Pr), si k4= a + Bi 

et k—a—$fi (B- 0). 


20. Equation non homogène. La solution générale 
de l’équation différentielle linéaire non homogène 


y" + py" + gy = f(x) (3) 
peut se mettre sous forme de la somme 
y = Yo + Y, 


où yo est la solution générale correspondant à l’équation (1) sans se- 
cond membre donné par les formules 1) — 3) et Y une solution 
particulière de l'équation (3). 

La fonction Y peut être trouvée par la méthode des coefficients 
indéterminés dans les cas simples suivants: 1. f (z) — eaxP, (x), où P, (x) 
est un polynôme de degré n. 

Si a nest pas racine de l'équation caractéristique (2), c'est-à-dire 
p (a) =£ 0, on pose Y — ea*Q, (x), où Q, (x) est un polynôme de degré n 
à coelficients indéterminés. 

Si a est racine de l’équation caractéristique @), c'est-à-dire 
p (a) = 0, on pose Y = z'eaxQ,, (x), où r est l’ordre de la racine a 
(r = 1 ou r = 2). 

2. f(x) = ex [P, (x) cos bx + Q, (x) sin bzl. 

Si o (a + bi) =£ 0, on pose 

Y = eax [SX (x) cos bz + Tn (x) sin bz], 
où Sx (x) et Tn (x) sont des polynômes de degré N = max {n, m}. 
Si q(a + bi) = 0, alors 
Y = zreax [SN (zx) cos bz + Txn (x) sin bz|], 
où rest l’ordre de la racine a + bi (pour les équations du second ordre 
r = 1). ; 
Dans le cas général, pour intégrer l'équation (3) on applique la 


méthode de la variation des constantes arbitraires (voir $ 11 
Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation 


2y” — y — y = Axe. 


Solution. L'équation caractéristique est 24? — % — 1 = 0. 


Elle a pour racine k, = 1 et k2 = — = - La solution générale de l’équa- 


x 


tion homogène correspondante (cas 1) est yo = CieX + Ce 2. Le 
second membre de l'équation donnée est f (x)—4ze?*=eaxP, (x). Donc, 
Y = ex (Az + B), puisque r = 1 et r = 0. En dérivant Y deux 
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fois et en substituant les dérivées dans l'équation donnée, on a 
262% (Az + 4B + 4A) — ex (247 + 2B + À) — 
— x (Az + B) = 4reïx. 


En simplifiant par e?* et en égalisant les coefficients des mêmes puis- 
sances de z et les termes constants du premier et du second membre 


de l'égalité on trouve 54 = 4 et 74 + 5B—0, d'où À =+ et 


9 
Ainsi, Y — ex (2 — ne) et la solution générale de l'équation 
donnée est 


à « 
es Z 28 
y=Crer+Cue Pers (Es) 


Exemple 2. Trouver la solution générale de l'équation 
y" —2y + y= ze. 
Solution. L'équation caractéristique est k° — 2k + 1 = 0; 
elle a une racine double k£ = 1. Le second membre de l’équation est 
de la forme f (x) = ze*, ici a = 1 et n = 1. La solution particulière 


est Y = z’ex (Az + B) puisque a coïncide avec la racine double 
k — 1 et donc r = 2. 


En dérivant Y deux fois, puis en substituant dans l’équation et 
en égalisant les coefficients, on trouve À = TS: B = 0. Donc, la 


solution générale de l’équation donnée est de la forme 
1 
Y=(Ci+ Car) + se. 
Exemple 3. Trouver la solution générale de l'équation 
y" + y = zsinz. 
Solution. L'équation caractéristique est 4? + 1 = 0; elle 


a pour racines k, = à et k2 = —i. La solution générale de l'équation 
homogène correspondante est [voir 3), où a = 0 et B= 1]: 


Yo = Ci COS x + C2 sin z. 
Le second membre est de la forme 
f(x) = e&[P, (x) cos br + Q, (zx) (x) sin bzrl], 
où a = 0, b=1, P, (x) = 0, Qn (x) = z. La solution particulière 
correspondante Y est 
Y = z{[(4z + B) cos x + (Cr + D)sin72l 

(ici N=1, a=0, b=1, r = 1). 

En dérivant deux fois puis en substituant dans l’équation et en 
identifiant les coefficients de cos x, z cos z, sin z et x sin x dans les 
deux membres de l'égalité, on trouve quatre équations 24 + 2D = 0, 


&C = 0, —2B + 2C = 0, —4A = 1 d'où on a À = +, B=0, 
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C=U, D=—. Don, 


z° 2: 
Y=—— cos + Sin z. 


La solution générale est 


a 
: z= Z . 
y=Cicosz-+C,sin T—-7 CoSz + Sin z. 
É L 


39. Principe de superposition dessolutions. 
Si le second membre de l'équation (3) est la somme de plusieurs fonc- 


tions 
fO=hG@) ++... +fh(@), 

où Y,(i=—1,2,3,...,n) sont les solutions correspondant aux 

équations 


gt +qg=f() G=1,2...n) 
alors la somme 
ES 6 ae D LÉ ue 0 le me 


est la solution de l’équation (3). 
Trouver les solutions générales des équations: 


2976. y” — 5y" + Gy — 0. 2982. y” + 2y° + y = 0. 


2977. y” —9y = 0. 2983. y"—Ay' +2y = 0. 
2978. y” — y = 0. 2984. y” + ky = 0. 
2979. y” + y —0. 2985. y—=y"+ y. 


2980. y" — 2y' + 2y = 0. 2986. + = 3, 
2981. y” + 4y° + 13y = 0. 


Trouver les solutions particulières satisfaisant aux con- 
ditions données ci-dessous : 


2987. y” — 5y" + 4y = 0; 
2988. y” + 3y° + 2y = 0; 
2989. y” + 4y = 0; y = 0 
2990. y” + 2y° — 0; y — 


2991. y” = y = a, y = 0 pour z — 0. 


d, y =8 pour z = (. 
4,y° = —1 pour z = 0. 
y —= 2 pour z — (. 


2992. y” + 37" = 0; y = 0 pour z = 0 et y — 0 pour 
= 3. 
2993. y” + n°y = 0; y = 0 pour x = 0 et y = 0 pour 
T1. | 
2994. Indiquer la forme des solutions particulières des 
équations non homogènes données ci-dessous : 


a) y — 4y = ze; 
b) y” + Jy = cos 2x; 
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= n x 
e) y" — 9ÿ + Gy = T° A é +ré; 
Î) y —2y + 5y = 
Trouver les solutions générales des équations: 


2995. y"—4y"+4y=x. 3001. y”+y' —2y=8 sin 2x. 

2996. y°—y'+y—=2+6. 3002. y”+y—6Gy=re**. 

2997. y"+2y +y=e*. 3003. y”—2y +y=sinr+shz. 

2998. y”—8Sy"+7y—14. 3004. y”+y’—sin* x. 

2999. y”"—y—=e*. 3005. y”—2y'+5y—=e* cos 2x. 

3000. y”+y —=cos zx. 

3006. Trouver la solution de l’équation y” + 4y = sin x 
vérifiant les conditions y = 1, y = 1 pour x =: 0. 

HHSBISE la équations : 


& 


3007. + +oz= À sin pt. Considérer les cas : 1) p0&; 


2) P = &. 
3008. y” — Ty + 12y == 
3009. y” — 2y" — 2° — 1. 
3010. y” — 2y” + y = 2e”. 
3011. RE = &* + 5. 


3012. y” — 2y" — 8y = e* — 8 cos 2x. 
3013. y + y — 5x + 2e*. 

3014. y” — y — 2x — À — 3e. 

3015. WE y +y—=e*+eTr. 
3016. ve y + 10y = sin Poe 


3017. ÿ° "y Lay 2e + ne 


Re 


3018. y” — 3y — x + cos x. 
3019. roues la solution de l'équation y” — 2y — 
— €" + 2° — 1 vérifiant les conditions y — _ su = 


pour x = (0. 
Intégrer les équations: 


3020. y” — y — 2x sin z 

3021. y” — 4y = e** sin 2x 

3022. y” + 4y = 2 sin 2r — 3 cos 2x + 1. 
3023. y” — 2y" + 2y = 4e* sin x. 

3024. y” = ze” + y. 

3025. y” + Jy = 2x sin x + re”. 

3026. y” — 2y — 3y = x (1 + e*) 

3027. y” — 2y' =. + 2re*. 
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3028. y” — 4y' + 4y = re°*. 

3029. y" + 2y — 3y = 2ze ® + (x + 1)e*. 
3030*. y” + y = 2x cos zx cos 2x. 

3031. y” — 2y = 2re* {cos x — sin x). 


Intégrer les équations en appliquant la méthode de la 
variation des constantes : 


3032. y +y=tgz. 

3033. y”+y—ctgzx. 
n , e 

3034. y” —2y +y=—. 3037. y"+y=——— EPS 


3035. y” + 2y" + y = — 3038. a) y°—y—thz; 
Sn Né er b) y"—2y=4re". 


3036. y” — y + ——. 


COS z 


3039. Deux charges semblables sont suspendues à l’une 
des extrémités d'un ressort. Trouver l’équation du mouve- 
ment décrit par l’une de ces charges si l’autre se détache du 
ressort. 


Solution. Soit a l'allongement du ressort sous l’action de 
l'une des charges à l'état de repos et soit m la masse de la charge. 
Désignons par z la coordonnée de la charge mesurée le long de la verti- 

cale à partir de la position d'équilibre en présence d'une charge. Alors 


d?zx 
La 7 Nu mg—k(z+a), 


où, il est évident, k= TE et, par conséquent, Te = —{2. La 


solution générale cst z—C;cos V'£ t+ C, sin v'< t. Les condi- 


tions initiales donnent z=—a et #0 pour £—0, d'où C;=a et 


z—a cos D t. 
a 


3040*. La force qui tend un ressort est proportionnelle 
à l’allongement du ressort et est égale à un kg, quand la 
longueur augmente d’un centimètre. On pend à l'une des 
extrémités du ressort un poids de 2 kg. Déterminer la période 
du mouvement oscillatoire qui agit sur ce poids si on le 
tire un peu vers le bas puis on le lâche. 
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C>=0, par conséquent, 


3041*. Une charge de poids P — 4 kg est suspendue à un 
ressort qui s’allonge de 1 cm. Trouver la loi du mouvement 
de la charge si l'extrémité supérieure du ressort accomplit 
des oscillations harmoniques verticales y — 2 sin 304 cm et 
si à l'instant initial la charge se trouvait au repos (on néglige 
la résistance du milieu). 

3042. Un point matériel de masse m est attiré par deux 
centres par des forces proportionnelles à la distance (de 
coefficient de proportionnalité k). Trouver la loi de mouve- 
ment du point sachant que la distance entre les deux centres 
est 2b, qu'à l'instant initial le point se trouvait sur le 
segment réunissant ces centres à la distance c de son milieu 
et avait une vitesse nulle. 

3043. Une chaîne de 6 m de longueur glisse sans frotte- 
ment sur son support de manière à ce qu'elle pende. En 
combien de temps la chaîne entière glissera le long de son 
support, si le mouvement commence au moment où la chaîne 
pend de 1 m? 

3044*. Un tube long et étroit tourne avec une vitesse 
angulaire w constante autour de la verticale perpendiculaire 
a son axe vertical. Une boule qui se trouve à l'intérieur du 
tube glisse sans frottement. Trouver la loi du mouvement de 
la boule par rapport au tube en supposant 

a) qu’au moment initial la boule se trouve à la distance 
a de l’axe de rotation; la vitesse initiale de la boule est 
nulle : 

b) qu’à l'instant initial la boule se trouve sur l’axe de 
rotation ct possède une vitesse initiale vo. 


$ 13. Equations différentielles linéaires d'ordres supérieurs 
au second à coefficients constants 


40. Equation homogène. Le système fondamental de 
solutions y1, ÿ2, + +, Un d'une équation linéaire homogène à coeffi- 
cients constants 


y + ay +... + any + any = 0 (1 
est déterminé d après la nature des racines de l'équation caractéristi- 
que 

kn + aihkn-1 + . + An1k + An — 0. (2) 
Ainsi, 1) si k est une racine réelle de l'équation (2) d'ordre mm, 
il lui correspond m solutions linéairement indépendantes de l’équa- 
tion (1): 
Yi — ekx, Y2 — zehz, ss Um — zm-lehx : 
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2) si a = Bi est un couple de racines complexes de l'équation 
(2) d'ordre m, il lui correspond 2m= solutions linéairement indépendan- 
tes de l'équation (1): 


y=e%* cos Br, y —<e%* sin Pr, ys— re” cos fr, 
ya re sinfr, ..., Ysm-y = 2" le %* COS Pr, Ysm = 2" le * sin Br. 


20. Equation non homogène. On cherche la solution 
particulière de l’équation non homogène 


y + a yM D +... + an19 + ang = Î ©) (3) 
d’après la règle du $ 12, 20 et 30. 
Trouver les solutions générales des équations: 


3045. y” —13y" + 12y —0. 3058. ylV + 2y” + y — 0. 


3046. y”—y" —0. em) jp Æ ,n-1) 
3047. y"+y=0.. nd UT ES 
3048. yIV — 2y"— 0. ION pro t + 
3049. y” —3y"+3y" —y = 0. » : 

3050. yIV + 4y = 0. Dre AE nl 

3051. y!" + 8y" + 16y—0. 3060. ylV—2y" + y" = e*. 
3052. ylV + y" —0. 3061. y —2y" +y = 2. 
3053. y!V — 2y” + y —0. 3062. y”—y—1x —1. 
3054. ylV — añy — 0. 3063. ylV + y" — cos 4x. 
3055. ylIV—6y"+Qy—0. 3064. y”+y"—=2 +1 + 3xe”. 
3056. ylV -+ a?y” — 0. 3065. y” +y" +y'+y—=xe- 


3057. yIV+2y" + y” =0. 3066. y” + y'—tgzrsec x. 
3067. Trouver la solution particulière de l'équation 
y" + 2y" + Oy +y=zx 


qui vérifie aux conditions initiales y (0) = y” (0) = y” (0) = 


$ 14. Equations d’Euler 
L'équation linéaire de la forme 
(az + b}n yim + 45 (az + bjn-lym-D + ,,, + 4, (az + bd) y + 
nc A ny — Î (x), 
où a, D, Ays +. An-1» An Sont des constantes, s'appelle équation 
d'Eu ler. 
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On introduit la nouvelle variable indépendante ! en posant 


az + b= et. 
Alors 
d'y dy 


dy ( 
net = RE, ot Ù Put 
DE Mer Nue ar)" 


dt 
dy dy |) dy 


M — Gest | —" — 2 — ‘etc. 
PU (5 TE ae)" te 


et l'équation d’Euler se transforme en une équation linéaire à coeffi- 
cients constants. | 
Exemple ‘1. Intégrer l'équation z°y” + zy° + y = 1. 
Solution. En posant r=e,ona 
dy; dy Œy _ _» (+ 
dr © d&' dr di dt) 


Par conséquent, l’équation donnée prend la forme 


d?y 
dy 
TRS du 
d'où 
y = Cicost + CLsint+ 1, 
ou 


y = C1 cos (In x) + C: sin (In x) + 1. 
Pour l'équation homogène d'Euler 
ZnyM + Aizr y D +... + Anuzy + Any = 0 (2) 
la solution peut être cherchée sous la forme 
y = zh. (3) 


En substituant dans (2) y, y’, . .., y‘) données par (3), on aboutit 
à une équation caractéristique d’où on peut déterminer l’exposant k. 

Si k est une racine réelle de l'équation caractéristique d ordre m, 
il lui correspond m solutions linéairement indépendantes 


y = 2, yes = 2hnz, ys = zh (Inzxz), ..., ym = 
= zh (In r}m-1, 


Si a + Bi est un couple de racines complexes d'ordre m, il lui cor- 
respond alors 2m solutions linéairement indépendantes 


ÿys = 2 cos (Blnz), y: — r*sin (Blnz), ys — 


— 2*Inzxzcos (Bin), 
ya = 2*Inz-sin (Blnz), ... 


. Yemi = 2° (In z)m-t cos ( In x), 
Yem = T° (In r)m-l sin (B In x). 
Exemplo 2. Intégrer l'équation 
21y" — 3zy° + 4y = 0. 
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Solution. Posons > 
y—= 2h, y = kzk1, y" = Rk(k— 1) zh. 


En substituant dans l'équation donnée ct après simplification par zh} 
on aboutit à l'équation caractéristique 


kK°— 4k+ 4 = 0. 
En la résolvant, on trouve | 
k = 2 = 2, 
par conséquent, la solution générale est 
y = Ci + Cort In z. 
Intégrer les équations: 
3068. 2° + 37 + y—0. 


3069. 2°y" — zy — 3y = 0. 

3070. z°y" + zy” + 4y = 0. 

3071. 2°y""" — 3x°y" + Grzy — 6y = 0. 
3072. (3x + 2)y” + Ty = 0. 


3073. y” =: _ 


3074. y"+ +420. 


3075. z°y" — 4zy + Gy = x. 
3076. (4 + z}° y” — 3 (1 + x) y’ + 4y = (1 + x}. 
3077. Trouver une solution particulière de l’équation 


Ty" — 2y" + y = 2x 
vérifiant les conditions initiales y — 0, y’ — 1 pour x = 1. 
$ 15. Systèmes d'équations différentielles 
Méthode d'élimination. Pour trouver la solution, 


par exemple, d'un système normal de deux équations différentielles 
du 1°r ordre, c’est-à-dire d'un rs de la forme 


= (z, y, 2), a (z, y, 2) (1) 


résolu par .. aux dérivées des fonctions inconnues, dérivons par 

rapport à x l une d'entre elles. On a, par exemple, 
dy __0f , 0 Of. 
Pr _— dx —+— 0y f+STE- 
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En déterminant : de la première équation du système (1) ct en substi- 
tuant l'expression trouvée 


dy 
Z2—=® (=. UE ) (3) 
dans l'équation (2), on aboutit à une équation du deuxième ordre à 
une fonction inconnue y. En l'intégrant, on trouve 
p— Ÿ (x, Ci C2), ° (4) 


où Ci et C2 sont des constantes arbitraires. En substituant la fonction 
(4) dans la formule (3), on détermine la fonction = sans nouvelle inté- 
gration. L'ensemble des formules (3) et (4), où y est remplacé par , 
donne la solution générale du système (1). 

Exemple. Intégrer le système 


D y +4 = +4 


Solution. On a en dérivant la première équation par rapport 


à z 
d°y dy z dz … 
PS Er ini 
a : : : 1 dy 
De la première équation on détermine 27 (1 +ir-—2y) 
dz 3 , 41, 3 1 dy 
et alors la seconde nous donne ro Lr+ PO nr 


En substituant z et _ dans l'équation obtenue après dérivation, on 


aboutit à une équation du deuxième ordre à une inconnue y 


LT 6y= — Ga — Ar +3 


En l'intégrant, on trouve 


y = Cie + Ce +R + z 
et alors 


1 dy a Ca = 1 0] 
= (itér y)=— Crete Ar, 


On peut procéder de la même manière dans le cas d un système 
un grand nombro d'équations. 
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Intégrer les systèmes : 


d d 
= 3, = y-+2 
3078. À 3083. À ; 
= — A — = Z+ y +7. 
di - 
= y +52, TH 2y+z=sin Z, 
3079. 4 3084. 4 
—+y+3 7x — 4y—2z=0C0s x. 
He Sy, + 3y+47= 27 
LT 
3080. À 3085. 
de D —y—1=2, 
ER 2 z=0 pour z=—0. 
3084. 4 —;, heu +360, 
k 3086. dy 
= ZT + 2z—y+èe =0, 
y +2, z—=0, y—=1 pour t=0 
d 2 
3082. À —r+7, ECO 
3087. À , 
2 Z. 1 
Ua La Tip 
dx z 
3088 *. à) x 57 — Der ? 
dx . dy _ dz 
mere 
C) É = - dy — _ , 
y—2 Zz— ZT TZ— y 


déterminer la courbe intégrale 
qui passe par le point (1, 1, —2). 
dy 


3091**. Un projectile sort d’un canon avec une vitesse 
initiale v, formant un angle & avec l'horizontale. Trouver 
l'équation du mouvement en tenant compte que la résistance 
de l'air est proportionnelle à la vitesse. 

3092*. Un point matériel est attiré par un centre O par 
une force proportionnelle à la distance. Le mouvement 
commence au point À distant de a du centre avec une 
vitesse initiale v, perpendiculaire au segment OA. Détermi- 
ner la trajectoire. 


$ 16. Intégration des équations différentielles à l’aide 
de séries entières 
Si l'intégration d'une équation différentielle n'est pas possible 


à l'aide des fonctions élémentaires, on pout, dans certains cas, chercher 
la solution sous forme de série entière 


y= D en (exo). (1) 
n=0 
Les coefficients indéterminés Cn (nr = 0, 1, 2, .) sont déterminés 


en substituant la série (1) dans l'équation différentielle et on identi- 
fiant les coefficients des mêmes puissances de z — ro dans les deux 
membres de l'identité après substitution. 

On peut aussi chercher la solution de l’équation 


y” as Î (x, y); y (xo) — 0 (2) 
sous forme d’une série de Taylor 


© 
_NQ 4 (x) . 
y(D= Ÿ D Em ne: , (3) 
n=0 
où y (zo) = ÿo, ÿ° (xo) = f (xzo, yo) et les autres dérivées y(7? (zo) (nr = 
_ , ---) se calculent successivement en dérivant l'équation 


(2) et en substituant chaque fois xo à x. 
Exemple 1. Trouver la solution de l'équation 


y" — zy = 0 


Si y —= Yo, Y = yo pour x = 0. 
Solution. Posons 


y=Co+arz+...+econm+... 
d'où, en dérivant, on trouve 
y" = DAcs + 3-2 +... + nn — 1) corn? + 
+ (n + 1)nonzt tt + (n + 2) (n + 1) chez +. 
En substituant y et y” dans l'équation donnée, on aboutit à l'identité 
[2 4co + 3-2 + ...+n(n—1)cnm + (n + 1) X 
X ncn#32% 1 + (n + 2) (n + 1) capot +. ..] — 
— 2zfo+az+...+er+...]= 0: 
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En réunissant dans le premier membre de l'égalité que l’on vient d’ob- 
tenir les termes des mêmes puissances de z, on a en annulant leurs 
coefficients 

C 


Ca=0; 3-2c3—cp—=0, C3 = 3-5 à 4e 3ca — C1 =0, 


De4Cs—Co—=0, c5= 2 


5.4 , etc. 


= 7; 
Soit, en général, 
Ca = 7 CIRE 
2.3:5°6.... (34 —1) 34 3.4.6-7-...-3k(3k +1) 
Cgh+2 =0 (k—=1, 2, 3,...). 


Par conséquent, 


zS x xs} 
y= C0 (its TES DR 1) de 


z3h+1 


zi zx? 
+a(e++r est LEE PU EC PET TETE ET LS +) » (4) 


Où Co — Yo €t C1 — Yy- 
A l'aide du critère de D’Alembert, on vérifie facilement que la 
EN (4) converge pour — oo << x < + oo 
Exemple 2. Trouver la Solution de l'équation 
"Æ=zt y, yo = y (0) = 1. 


Solution. Posons 
Y= yo + vor + 22 + LE 2 


On a Yo = 1, yo — 0 + 1 — 1. En dérivant l'équation y’ = 
on trouve successivement y" = 1 + y’, yo = 1 + 1 = 2. y" 
yo —= 2, etc. Par conséquent, 


ZT y, 
= y, 


9 
y= it et rat IL... 


Pour l'exemple considéré, la solution que l’on vient de trouver peut 
être mise sous la forme finale 


y={+z+2(eX —1— 17) ou y = 27 — 1 — 7. 


On procédera de la même manière dans le cas d'équations diffé- 
rentielles d'ordres supérieurs. L étude de la convergence des séries 
obtenues est en général compliquée et elle né sera pas obligatoire dans 
ce paragraphe. 


On demande de trouver à l’aide des séries entières les 
solutions des équations dont les conditions initiales sont 
indiquées. 
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Faire l'étude de la convergence des solutions obtenues 
dans les exemples 3097, 3095, 3099, 3101. 

3093. y = y +2; y = —2 pour x = 0. 

3094. y — 2y + rz — 1; y —=ys pour zx = 1. 


3095. y’ = y° + zx°; y=+ pour z = (. 


3096. y — x — y; y = 0 pour z = (. 

3097. (4 —z)y —=1+rz—- y; y = 0 pour x = 0. 
3098*. zy” + y — 0; y = 0, y = 1 pour z = 0. 
3099. y” + zy = 0; y = 1, y —0 pour z — 0(. 


3100 *. + y +y=0; y= 1, y —0 pour z=0. 
3101 *. + y +y=0; y=1, y=0 pour z=—0. 
3102. + zcost—0; T= a; & =0 pour {— 0. 


$ 17. Problèmes sur la méthode de Fourier 


Pour trouver la solution d'une équation aux dérivées partielles 
linéaire homogène par la méthode de Fourier, on cherche d’abord des 
solutions particulières d’un type spécial de cette équation dont cha- 
cune d’elles est le produit de fonctions dépendant d’une variable. 
Dans les cas simples, on trouve un ensemble infini de telles solutions 
un (n = 1, 2...) linéairement indépendantes entre elles pour tout 
ensemble fini et vérifiant les 
conditions aux limites données. La 
solution uw qu’on cherche se met 
sous forme de série par rapport 
à ces solutions particulières 


u= Ÿ Cru. me Fa t x 
n=1 2 
On détermine les coefficients Fig. 107 


indéterminés Cn à l'aide des 
conditions initiales. 

Problème. Le déplacement transversal u = u (x, !) des 
points d'une corde d’abscisse x à l'instant + satisfait à l'équation 


2u à d°u 
LE a) 


où a? — To (To est la tension, p la densité linéaire de la corde). Dé- 


terminer la forme de la corde à l'instant { si ses extrémités x = 0 
et z = LI sont fixées et si à l'instant initial : — O0 la corde a la forme 


4 
d’une parabole d'équation u = _. (EL — x) x (fig. 107) et ses points 
ont une vitesse nulle. 
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Solution. D'après les conditions du problème, on doit dé- 
terminer la solution u = u (x, 4) de l'équation (2), qui satisfait aux 
conditions limites 


u (0,4) = 0, u(l, t)=0 (3) 
et aux conditions initiales 
u (x, 0) =; 2 z(l—r), ui(r, 0) —0. (4) 


Cherchons des solutions particulières non nulles de l’équation (2) 
d’un type spécial 
u= X(:)T(b. 


Substituant cette expression dans l'équation (2) et en séparant 
les variables on a 


T" (D _X"(o) . 

aT() ZX C 
Puisque les variables z et t sont indépendantes, l'égalité (5) 
n'est possible que dans le cas où la valeur commune de la relation (5) 


est constante. En désignant par —AÀ? cette constante on aboutit à 
deux équations différentielles ordinaires 


T' (D + (aAÏ T (D =0 et X”(r) + À°X (x) = 0. 
En intégrant ces équations, on trouve 
T (t) = À cos alt + B sin at, 
X (x) = C cos Àr + D sin rx, 


où À, B, C, D sont des constantes arbitraires. Déterminons ces cons- 
tantes. La condition (3) nous donne: X (0) = 0 et X (2) = 0, par 
conséquent, € = 0 et sin À! — 0 (puisque D ne peut s ‘annuler en 


KI 
même temps que C). Donc, Àx = T. , où * est un nombre entier. 


On vérifie facilement qu'on ne nuit pas à la généralité en RER pour k 
seulement les nombres entiers positifs (k = 1, 2, 3. 
A chaque Àz correspond une solution particulière 


Uh = (4 cos 2 t-+ Bz sin ii :) sin z 


vérifiant les conditions aux limites (3). 
Formons la série 


u — > (ar PL LL : à sin sus ) sin He ? 


dont la somme, comme il est évident, satisfait à l’équation (2) et aux 
conditions aux limites (3). 
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Choisissons les constantes A, et Bg de manière que la somme de 
la série vérifie les conditions initiales (4). Puisque 


ou kax 
dt D l (- Ah sin * 
k=1 


7 LB, co s | je | 


alors, on a en posant t-=0 


© 
u (zx, 0) = D Ag sin E£ ET 
k=1 : 
et 
= k 
Ou (x, = ka ANNE 
=D Tr sin = 0. 
R= 1 


Par conséquent, pour déterminer les coefficients Az et Bg, il faut 
développer en séries de Fourier, suivant les sinus, la fonction u (x, 


du (x, 0) 

RE 0 

D'après les formules connues (chapitre VIII, $ 4, 30), on a 
l 


0) — F z(l— zx) et la fonction 


2 4h kar 32h 
Ah= 7 NE — z(l—7r)sin j dr =» 
” 0 
si k est impair et 4, —0 si k est pair; ' 
l 
LE 8 m=<+ (0 fo sin — dr =0, Br = 0. 
ri) 
La solution cherchée est 
ms (2n +1) ant 
es 32h D l Fu (2n +1) xx 
nr: (2n LE 1 D | 
n=0 


3103*. A l'instant initial £ — 0 une corde est fixée à ses 
extrémités z = 0 et x = L, et a la forme de la sinusoïde 


EL : ù 
u —= À sin——; en outre, la vitesse de ses points est nulle. 


Déterminer la forme de la corde à l'instant quelconque ft. 
3104*. A l'instant { — 0, on communique aux points 


d’une corde rectiligne 0 x << I la vitesse ® = 1. Déter- 
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miner la forme de la corde à l'instant { si ses extrémités 
x — 0 et x — 1 sont fixées (voir problème 3103). 
3105*: Une corde de longueur Z — 100 cm est fixée par 
ses extrémités zx = 0 et x = {. A l'instant initial on la tend 
au point z — 950 cm de À = 2 cm puis on la lâche sans secous- 
se. Déterminer la forme de la corde à un instant quelconque é. 
3106*. Pour une tige rectiligne homogène fine soumise 
à des oscillations longitudinales et dont l’axe coïncide avec 
l'axe OX, le déplacement u = u (x, t) de la section transver- 
sale de la tige d’abscisse x à l'instant f satisfait à l'équation 


d?u o d°u 


DE TT 0 
où = (£E est le module de Young, p la densité de la 


tige). Déterminer les oscillations longitudinales d’une tige 
horizontale élastique de longueur Z — 100 cm fixée à l’extré- 
mité z — 0 et tendue à l'extrémité zx — 100 de AL = 1 cm 
puis lâchée sans secousse. 

3107*. Pour une barre rectiligne homogène dont l'axe 
coïncide avec l'axe OX, la température u = u (x, t) de la 
section d’abscisse zx à l’instant t en l'absence de source de 
chaleur satisfait à l'équation de la transmission de la chaleur 


ou 2 Ou 


œ 7 où 
où a est une constante. Déterminer la répartition de la tem- 
pérature à un instant quelconque t dans une barre de lon- 


gueur ! — 100 cm, si on sait que la répartition initiale de la 
température est 


u (x, 0) = 0,01x (100 — zx). 


CHAPITRE X 


CALCUL NUMÉRIQUE 


$ 1. Opérations sur des nombres approchés 


{Erreur absolue. L'erreur absolue commise sur un nom- 
bre À en le remplaçant par une valeur approchée a est, par définition, 
la cs absolue de leur différence. Le nombre A qui vérifie l’iné- 
galité | 

1A—al<A (1) 


s'appelle erreur absolue limite. Le nombre exact À se trouve entre les 
bornes a — A < À < a + À ou, sous une forme condensée, À — 
= q + A. 

20. Erreur relative. On appelle erreur relative commise 
sur un nombre exact À (4 Æ 0) en le remplaçant par le nombre ap- 
proché a le rapport de l'erreur absolue à la valeur exacte À. Le nombre 
Ô vérifiant l'inégalité 

A—a 
Le < 6 (2) 


s'appelle erreur relative limite de la valeur approchée a du nombre 4. 
Ainsi, puisqu’en pratique À & a, on prend fréquemment le nombre 
— —- pour erreur relative limite. 


30. Nombre de décimales exactes. On dit que a 
est la valeur approchée positive au sens étroit d’un nombre avec # 
décimales exactes (chiffres) si l'erreur absolue de ce nombre n'est pas 
supérieure d'une demi-unité au chiffre se trouvant au n-ième rang. 
Dans ce cas, pour r >> 1, on peut prendre le nombre 


1 [1 \r-3 
Sr (15) 
pour erreur relative limite, où k est le premier chiffre significatif de la 


; -1 
valeur approchée a. Inversement, si on sait que Ü < TT (5) 


alors la valeur approchée a contient n décimales exactes au sens étroit. 
En particulier, la valeur approchée a contiendra à priori n décimales 


de ei 14 1 \r 
exactes au sens étroit si Ô < T (5) . 
Si l'erreur absolue commise sur un nombre en le remplaçant par 


une valeur approchée a n’est pas supérieure d’une unité au chiffre 
se trouvant au dernier rang (tels sont les nombres obtenus lors de me- 
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sures effectuées avec une exactitude correspondante à l'unité requise) 
on dit que toutes les décimales de cette valeur approchée sont exactes 
au sens large. En présence d'un grand nombre de chiffres significatifs 
dans une valeur approchée, si elle est définitive, on arrondit en général 
le dernier chiffre significatif de manière que tous les autres chiffres 
soient exacts soit au sens étroit, soit au sens large. 

Dans la suite, nous supposerons que dans l'inscription des don- 
nées initiales tous les chiffres sont exacts (sauf mention contraire) 
au sens étroit. En ce qui concerne les résultats intermédiaires des 
calculs, ils pourront contenir un ou deux chiffres de réserve. 

Remarquons que les exemples de ce paragraphe, en règle générale, 
représentent des résultats définitifs de calculs et c’est pourquoi leurs 
réponses sont données par des valeurs approchées ne s'exprimant que 
par des décimales exactes. 

40. Sommeet différence de valeurs appro- 
chées. L'erreur absolue limite d'une somme algébrique de plu- 
sieurs valeurs approchées est égale à la somme des erreurs absolues 
limites de ses valeurs approchées. Donc, pour avoir dans la somme 
d’une petite quantité de nombres approchés dont toutes les décimales 
sont exactes seuls les chiffres exacts (au moins au sens large), il faut 
se baser sur le terme dont la décomposition décimale s’interrompt avant 
les autres, tout en conservant pour chaque terme de la somme une 
décimale de réserve. Puis on ajoutera les nombres obtenus, considérés 
comme exacts, et on arrondira la somme de son dernier chiffre. 

Si on a à additionner des valeurs approchées non arrondies, on 
doit les arrondir en conservant dans chaque nombre à additionner une 
ou deux décimales de réserve. Puis on appliquera la règle d’addition 
indiquée ci-dessus en conservant les décimales superflues respectives 
de la somme jusqu'à la fin des calculs. 

Exemple 1. 215,21 + 14,182 + 21,4 = 215,2(1) + 
+ 14,1(8) + 21,4 — 250,8. 

L'erreur relative d'une somme de termes positifs est comprise 
entre la plus petite et la plus grande erreur relative de ces termes. 

L'erreur relative de la différence de deux valeurs approchées 
ne se ramène pas à une règle simple. De ce point de vue la RFfféronce 
de deux valeurs approchées voisines est particulièrement défavorable. 

Exemple 2. La différence des valeurs approchées 6,135 
et 6,131 avec quatre chiffres exacts est 0,004. L erreur relative limite 


2 ,001-+-20,001 ; 
est Ô = — = =-=0,2%; par conséquent, aucun 


chiffre de la différence n’est exact. Aussi faut-il éviter le plus pos- 
sible de former la différence de deux valeurs approchées voisines en 
transformant, quand cela est possible, l'expression donnée de manière 
que cette opération indésirablo ne participe pas dans les calculs. 
50. Multiplication et division des valeurs 
approchées. L'erreur relative limite du produit et du rapport de 
valeurs approchées est égale à la somme des erreurs relatives \nitée 
de ces valeurs. En partant de cette: définition’et,en appliquant la 
règle du nombre des chiffres exacts (3°), nous aboutissons à des ré- 
ponses ne conservant qu'un nombre déterminé de chiffres. 
Exemple 3. Le produit des valeurs approchées est 25,3X 


X 4,12 — 104,236. 
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Supposant que tous les chiffres des facteurs sont exacts, on trouve 
que l'erreur relative du produit est 


1 1 
Ô — 5.5 0,01 + 2.5 0,01 = 0,003. 
D'où le nombre de chiffres exacts du produit est trois et le résultat, 
s'il doit être définitif, doit être comme suit: 25,3-4,12 — 104 ou, 
plus exactement, 25,3-4,12 — 104,2 + 0,3. 

60. Elévation à la puissance et extraction 
de racines des valeurs approchées. L'erreur 
relative limite de la m-ième puissance d’une valeur approchée a est 
égale à m fois l'erreur relative limite de la valeur approchée a. 

L'erreur relative limite de la racine m-ième d'une valeur appro- 
chée a constitue la m-ième partie de l'erreur relative limite de la valeur 
approchée a. 

70. Calcul de l'erreur en tant que résultat 
de diverses opérations sur des valeurs ap- 
prochées. Si Aa, ..., Aa, sont les erreurs absolues limites de 
valeurs approchées as, . .., an, alors l’erreur absolue AS du résultat 


S —f(a, -.., an) 
peut être évaluée approximativement d’après la formule 


_| 91 | 0Ôf 
as=| 2 Aat...+| Aan. 
L'erreur relative limite ÔS est alors 
AS of Aa: of Aa 
OS ——— | — | — +... + — mn — 
ST le | Tri Te | 17) 
_|[ dnf 9 In f 
= | Ga; a+ .….+| dax Aan. 


Exemple 4. Calculer S = 1n (40,3+ V/4,4); les valeurs 
approchées 10,3 et 4,4 ont tous leurs chiffres exacts. 


Solution. Calculons d’abord l'erreur absolue limite AS sous 
4 1 Ab 
forme sénérales Sn las 1/5) AG (a L 
une g (a+ Vb) LV a + } 


Tr 
On a Aa= Ab SG» V 4,4=—2,0976 ...; nous prenons 2,1 puisque 


l'erreur relative de la valeur approchée de V/4,4 est Le ; EL . 


2 40 80° 


l'erreur absolue est alors RD le calcul est exact à 1/10 


Lé 


près. Par conséquent, 


{ 4 1 1 
TEE SX (5+5.551) " 
1 1 13 
12,420 (: +73) = 3604 0,005. 


Par conséquent, les centièmes aussi sont exacts. 
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Faisons à présent le calcul avec un chiffre de réserve : 


1g (10,3+ V/4,4) & 1g 12,4 =-1,093, 1n (10,3+ V/4,4) 
= 1,093.2,303 — 2,517. 
La réponse est: 2,52. 

80. Détermination des erreurs admissi- 
bles des valeurs approchées lorsqu'on se 
donne l'erreur du résultat des opérations 
sur ces valeurs approchées. En appliquant la formule 


du numéro 7 pour AS ou ee donnés en supposant que toutes les diffé- 
rentielles partielles | JL | Aay ou les grandeurs SE Te 


sont égales, nous calculons les erreurs absolues admissibles Aa, ... 
-.., Aan, . . . des valeurs approchées &;, ..., ah, ..., participant 
aux opérations (principe d'équiinfluence). 
Il est à remarquer que, parfois, dans les calculs des erreurs admis- 
sibles les variables d’une fonction il n'est pas du tout avantageux 
d’avoir recours au principe d'équiinfluence, puisque ce dernier peut 
exiger des restrictions pin queen impossibles. Dans ces cas, on 
recommande de redistribuer raisonnablement les erreurs, si cela est 
possible, de manière que l’erreur somme ne soit pas supérieure à une 
grandeur donnée. Ainsi, le problème posé, à strictement parler, est 
indéterminé. 

Exemple 5. Le volume d'un « segment cylindrique », c'est- 
à-dire le corps solide découpé dans un cylindre circulaire par un plan 


passant par un diamètre, égal à 2R, de la base et faisant un angle a 
avec cette base, se calcule d’après la formule V — 3 RS tg a. Avec 


quelle précision faut-il mesurer le rayon À Æ 60 cm et l'angle a pour. 

que le volume du segment cylindrique soit calculé à 4 % près? 
Solution. Si AV, ARet Aa sont les erreurs absolues limites 

des grandeurs Ÿ, R et a, alors l'erreur relative limite du volume à 


calculer V est 


g= SAR, Z4a 1 
R sin2æ 100" 
Posons 2 << et € mm D'où 
aR< Ex PER 4 mm ; 
Aa < ee < gradins 9. 


Ainsi, nous assurons l'exactitude désirée à 1 % près pour la réponse 
si nous mesurons le rayon à 1 mm près et l'angle a à 9° près. 

3108. Comme résultat de mesure on a obtenu des valeurs 
approchées dont tous les chiffres sont exacts au sens large : 

a) 12° 07° 14°; b) 38,5.cm; c) 62,215 kg. 
Calculer leurs erreurs absolues et relatives. 
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3109. Calculer les erreurs absolues et relatives des valeurs 
approchées dont tous les chiffres sont exacts au sens étroit : 

a) 241,7; b) 0,035; ce) 3,14. 

3110. Déterminer le nombre de chiffres*) exacts et donner 
leurs valeurs approchées correspondantes : 

a) 48 361 à 1% près; c) 592,8 à 2 % près. 

b) 14,9360 à 1 % près: 

3111. Additionner les valeurs approchées dont tous les 
chiffres sont exacts: 

a) 25,386 + 0,49 + 3,10 + 0,5; c) 38,1 + 2,0 +3,124. 

b) 1,2.10° + 41,72 + 0,09; 

3112. Effectuer la soustraction des valeurs approchées 
dont tous les chiffres sont exacts: 

a) 148,1—63,871; b) 29,72—11,25; c) 34,22—34,21. 

3113*. Calculer la différence des aires de deux carrés 
dont la mesure des côtés a donné 15,28 cm et 15,22 cm 
(à 0,05 mm près). 

3114. Calculer les produits des valeurs approchées dont 
tous les chiffres sont exacts: 

a) 3,49.8,6; b) 25,1-1,743; c) 0,02 -16,5. 

Indiquer les bornes admissibles des résultats. 

3115. Les côtés d'un rectangle sont égaux à 4,02 m et 
4,95 m (à 1 cm près). Calculer l'aire du rectangle. 

3116. Calculer le rapport des valeurs approchées dont 
tous les chiffres sont exacts: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144:1,2; c) 216: 4. 

3117. Les côtés de l'angle droit d’un triangle rectangle 
sont égaux à 12,10 cm et 25,21 cm (à 0,01 cm près). Calculer 
la tangente de l'angle opposé au premier côté. 

3118. Calculer les puissances des valeurs approchées 
indiquées (les chiffres des valeurs approchées sont exacts): 

a) 0,4158* ; b) 65,2%; c) 1,5°. 

3119. Le côté d’un carré est égal à à 45,3 cm (à 1 mm près). 
Trouver l'aire du carré. 

3120. Calculer la valeur des racines (les valeurs appro- 
chées sous les radicaux ont tous leurs chiffres exacts): 


a) V2,715: b) //65,2; c) V 81,1. 


3121. Les rayons des bases et la génératrice d’un cône 
tronqué sont À — 23,64 cm “+ 0,01 cm, r — 17,31 cm + 
+ 0,01 cm, ! — 10,21 cm “+ 0,01 cm; x — 3,14. Calculer 


*) Les chiffres exacts sont compris au sens étroit. 
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d’après ces données la surface totale du cône tronqué. Eva- 
luer les erreurs absolue et relative du résultat obtenu. 

3122. L'hypoténuse d’un triangle rectangle est égale 
à 15,4 cm + 0,1 cm et un des côtés de l'angle droit est 
égal à 6,8 cm + 0,1 cm. Avec quelle précision peut-on déter- 
miner la longueur du second côté de l’angle droit et l’angle 
aigu adjacent? Trouver ces valeurs. 

3123. Calculer le poids spécifique de l’aluminium si 
un cylindre d'aluminium de 2 cm de diamètre et de 11 cm de 
hauteur pèse 93,4 g. L'erreur relative commise en effectuant 
An mesures est 0,01 et l'erreur relative commise en pesant est 

001. 

3124. Calculer l'intensité d'un courant si la force élec- 
tromotrice est de 221 volts + 1 volt et la résistance de 
809 ohms +1 ohm. 


3125. La période d'oscillation d’un pendule de longueur 


L est 
L 
T=2ay/ À : 


où g est l'accélération de la force de pesanteur. Avec quelle 
précision doit-on effectuer les mesures de la longueur du 
pendule, dont la période d'’oscillation est voisine de 2s, 
pour déterminer sa période d'’oscillation avec une erreur 
relative de 0,5 % ? Avec quelle précision doit-on prendre les 
nombres x et g? 

3126. On veut mesurer à 1 % près la surface latérale d’un 
cône tronqué dont les rayons de base sont de 2metimet 
la génératrice de 5 m (approximativement). Avec quelle 
précision faut-il mesurer les rayons, la génératrice et combien 
de décimales faut-il prendre pour le nombre x? 

3127. Pour déterminer le module de Young à la flexion 
d’une barre de section rectangulaire on applique la formule 


où L est la longueur de la barre, b et d sont la base et la 
hauteur de la section transversale de la barre, s la flèche 
à la flexion, P la charge. Avec quelle précision faut-il 
mesurer la longueur Let la flèche s pour que l’erreur commise 
sur £ ne soit pas supérieure à 5,5 % avec les conditions: 


P est connue à 0,1 % près, les grandeurs d et b à 1 % près, 
L = 50 cm, s = 2,5 cm? 
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$ 2. Interpolations des fonctions 


40. Formule d'interpolation de Newton. 
Soient Zo, Ti, + + «+ Zn des valeurs tabulées d une variable dont les 
différences hk — Azg (Azi = zi4y — mi, 1 = 0,1,...n—1) sont 
constantes (le pas du tableau) et soient yo, y,, - - -, yA les valeurs 
correspondantes de la fonction y. Alors la valeur de la fonction y pour 
une valeur intermédiaire de la variable x est donnée approximative- 
ment par la formule d’interpolation de Newton 


—1) ,. 
y=vo+ ay + ET ant. 


+ EN GED paye, (1) 


où g=- +, et Ayo — y — Yo, Ayo — Ayi — Ayo, - -. Sont 
les différences finies successives de la fonction y. Pour x = z; (i — 
— 0, 4,...,n) le polynôme (1) prend respectivement les valeurs 
tabulées y; (i — 0, 14, ...,n). On a comme cas particuliers de la 
formule de Newton: pour n — 1 interpolation linéaire; pour r = 2 
interpolation quadratique. Pour plus de commodité, avant d'utiliser 
la formule de Newton, on recommande de constituer le tableau des 
différences finies. 
Si y = f (x) est un polynôme de degré a, alors 


Any, = const et Antly, = 0 


et, par conséquent, la formule (1) est exacte. 
Dans le cas général si f (r) possède une dérivée d'ordre nr + 1 
continue f{n+l) (x) sur le segment [a, b] contenant les points xzo, z1, . . . 
.., Zn ©t z, alors l'erreur commise par la formule (1) est 


Ra (=y— Ÿ AC Ho PO Po Ai = 
=0 


pret 21) 2: (Q —n) jen 9 
= hn (n 4) ] Î nvn (E), (2) 
où E est une certaine valeur intermédiaire comprise entre x, (i = 0, 
4,..., n) et z. En pratique on emploie une formule approchée plus 
commode 
_ Antly 
Rh (x) se (n+4) ! q (q— 1) se (g—n). 


Si le nombre nr peut être pris arbitraire, on doit alors le choisir 
de manière que la différence Art1y, & 0 se trouve entre les limites 
de la précision donnée, en d’autres termes, la différence A'ys doit 
être constante vis-à-vis de l’approximation considérée. 

Exemple 1. Calculer sin 26°15° en ayant recours aux don- 
nées de sin 26° — 0,43837, sin 27° — 0,45399, sin 28° — 
= 0,46947. 
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Solution. Formons le tableau 


0 0,43837 
1 27° 0,45399 1548 
2 0,./6947 


9D:04Pr __ po 
Ici hA— 607, q= +. | 
En appliquant la formule (1) et en utilisant la première ligne 
horizontale du tableau, on a 


sin 26°15 —0.43837+ + 0,01562-+ 


LA À 
+ ST —-(— 000014) = 0,44229. 


Evaluons l'erreur R:. En utilisant la formule (2) et en tenant comp- 
te que si y = sin x, alors | y(® | L 1, on a: 


HE) ap 


1 
= ee D — 0 6. 
7 128 57,38 4 D 


Ainsi, tous les chiffres qu’on a déterminés pour sin 26°15° sont exacts. 

A l'aide de la formule de Newton, on peut également, d’après 
une valeur intermédiaire donnée de la fonction y, trouver la valeur 
correspondante de la variable z (interpolation inverse). Pour cela, 
déterminons d’abord la valeur correspondante q par la méthode des 
approximations successives, en posant : 


| Ral << 


y — Yo 
0) — 
d AYo 
ct 

eo T1), A, 
1 21 Ayo —*" 

qtt) gt —1) Sas (qtl — n +1) My0 
dos n | Ayo 


(£ = 0, 1, 2,...). 


Pour q on prend la valeur commune (pour une précision donnée) de 
deux approximations successives gt — qgtmth, D où z = zo + gk. 
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Exemple 2. Calculer approximativement à l’aide du tableau 


la racine de l'équation sh x = 5. 
Solution. En prenant yo — 4,457 on a 
5—4,457 0,543 


1 A 
QU = GG — — 1,009 — 938 : 


qu = go + EE), LE Fe — 0,538 + 


0,538-0,462 0,220 ; 
RS 0220 ons. 27 = 0,565 : 


_—. 0,565.0,435 0,220 
RE: 

Ainsi, on peut prendre 
z = 2,2 + 0,565-0,2 = 2,2 + 0,113 = 2,313. 


20. Formule d'interpolation de Lagrange. 
Dans le cas général le polynôme de degré n qui pour z = r; admet 


— 0,538 + 0.027 = 0,565. 


les valeurs données y, (t — 0, 4, ..., n) est donné par la formule 
d'interpolation de Lagrange 
= (z—21)(z— 7e) ... (7 —7n) 


(ro 21) (oz) ce (on) VF 
(T— 2x0) (T— 272) .…… (229) 
ES (ni 20) (ia) (mn) MT tee 

+ (x — 20) (z— 71) ... (2 — 27h) (Z — Zh4s) -.. (Z—£n) 
(Tr — 20) (Tr — 21) ... (Ch —ZTh-1) (Th — Tes) +. (Zh — Zn) 
(Z— 20) (x — 71) ... (Tr — Zzn-1) 
APS Tr) (Zn — 71) ... (Zn —Zn-1) 
3128. On donne le tableau des valeurs des grandeurs 
Zz et y 


Yn- 


sfrlsls ss 


10 9 


3 12 D 


— 


15 


y 
Constituer le tableau des différences finies de la fonction y. 
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3129. Former le tableau des différences finies de la fonc- 
tion y = 2° — 52? + x — À pour les valeurs z = 1, 3, 5, 
7,9, 11. Vérifier que toutes les différences finies du troisième 
ordre sont égales. 

3130*. En utilisant la constance des différences du qua- 
trième ordre former le tableau des différences de la fonction 
y = 2 — 102$ + 22? + 3x pour les valeurs entières de x, 
comprises dans l'intervalle fermé 1 < x < 10. 

3131. On donne le tableau 


lg 4 — 0,000, 
Ig 2 = 0,301, 
lg 3 = 0,477, 
lg 4 — 0,602, 
lg 5 — 0,699. 


Calculer à l’aide de l’interpolation linéaire les nombres: 
le 1,7, 1g 2,5, 1g 3,1 et I1g 4,6. 
3132. On donne le tableau 


sin 40° = 0,1736, sin 43° = 0,2250, 
sin 41° = 0,1908, sin 14° = 0,2419, 
sin 42° — 0,2079, sin 15° — 0,2588. 


Compléter le tableau en calculant avec la formule de New- 
ton (pour r — 2) les valeurs des sinus pour 10°30', 11°30”, 
12°30°, 13°30’ et 14°30'. 

3133. Former le polynôme d'interpolation de Newton 
pour la fonction donnée par le tableau 


0 1 3 4 


e A 


y 85 


s |15 | 


3134*. Former le polynôme d'interpolation de Newton 
pour la fonction donnée par le tableau 


2 à 10 


LI 


s|s 


y 27 | 50 | 83 


s|u 


Calculer y pour x = 5,5. Pour quelle valeur de x y — 20? 
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3135. La fonction est donnée par le tableau 


a) 


1 2 4 


y 


25 | 8 15 | 2 


Former le polynôme d’interpolation de Lagrange et calculer 
la valeur de y pour z = (0. 

3136. On a trouvé expérimentalement le raccourcisse- 
ment d’un ressort (x mm) en fonction du poids (P kg) sus- 
pendu au ressort : 


o [15] )2 1125) 40 


253 | 352 | 473 | 619 | 793 


Déterminer le poids de manière que le raccourcissement du 
ressort soit de 14 mm. 

3137. On donne le tableau des grandeurs zx et y 
3 4 


z 


ss) 


o | 


1 js | 25 je | se 


Calculer les valeurs de y pour zx = 0,5 et pour x = 2: a) par 
interpolation linéaire; b) d’après la formule de Lagrange. 


$ 3. Calcul des racines réelles des équations 


19. Détermination des premières approxi- 
mations des racines. La détermination approximative 
des racines d’une équation donnée 


f (@) = 0 (1) 


se fait en deux étapes: 1) séparation des racines, c'est-à-dire détermi- 
nation des intervalles, les plus petits possibles, à l’intérieur desquels 
se trouve une et seulement une racine de l'équation (1); 2) calcul des 
racines pour un degré de précision donné. 
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Si la fonction f (x) est définie et continue sur le segment {a, b] 
et si f (a)-f (b) < 0, alors le segment [a, b] contient au moins une ra- 
cine & de l’équation (1). Cette racine est à priori unique si f’ (x) > 0 
ou f’ (x) <O0 pour a <zr< b. 

Pour la détermination approchée de la racine E on recommande de 
construire le graphique de la fonction y = f (x) sur un papier quadrillé. 
Les abscisses des points d'intersection du graphique avec l'axe OX 
sont les racines de l'équation f (x) = 0. Parfois il est encore plus com- 
mode de remplacer l'équation donnée par une équation équivalente 
p (x) = + (x). Alors les racines de l'équation se déterminent comme 
les pes des points d'’intersection des graphiques de y = q (x) 
et y = + (x). 

20. Méthode des parties proportionnelles 
(méthode des cordes). Si le segment [a, b] contient une 
racine unique E de l'équation f (x) = 0, où f (x) est une fonction con- 
tinue sur le segment [a, b], alors, en remplaçant la courbe y = f (x) 

ar la corde passant par les points (a, f (a)) et (b, f (b)), on trouve 
a première approximation de la racine par la formule 


L Î (a) 
A8) V4. (2) 


Pour obtenir la seconde approximation c>, on applique la for- 
mule (2) à celui des segments [a, c1] ou [c1, b] aux extrémités duquel 
la fonction f (x) a des signes opposés. Les approximations suivantes 
se construisent de la même manière. La suite des nombres c, (n = 1, 
2, ...) converge vers la racine E, c'est-à-dire 


limc, = £. 
ñn—+00 


Le calcul des approximations c4, c>, - . ., doit être en général pro- 
longé jusqu’à ce que les décimales de la réponse cessent de varier 
(conformément au degré de précision donné); pour les calculs inter- 
médiaires on recommande de prendre un ou deux chiffres de réserve. 
Cette remarque a un caractère général. 

Si la fonction f (x) a une dérivée continue f’ (x) différente de 0 
sur le segment [a, b], on peut alors évaluer l'erreur absolue de la va: 
leur approchée c,, de la racine d après la formule 


| E—Cn | <tt , 
où u— min |f’(x) |. 

30 Méthode de Newton (méthode des tan- 
gentes). Sif’ (7) 0et f” (r) > 0 pour a < r < b et en outre 
f(a) f(b} <O0, f(a)f” (a) > 0, alors la suite des approximations 

n = 0, 4, 2, ...) de la racine E de l'équation f (x) = 0 se calcule 
d’après les formules 


f (Tn-1) 


=1, 2, ...), 3 
f(zn-1) Poe ) (?) 
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Pour les suppositions faites, la suite x (nr = 1, 2, ...) est 
monotone et 
lim z, = &. 
n—-+00 


Pour évaluer l'erreur on peut avoir recours à la formule: 
TZ 
| Zn —E | € HGn)l 5 
pL 
où p— min |f’(z)|. 
a<x<b 
Pratiquement il est plus commode d'utiliser les formules plus simples : 
To — A, In — Thu — af (Zn 1) (n 7 1, 2, -), (3”) 
où a = Fa) donne approximativement la même précision que les 


formules (3). 


. f (b) f” (b) > 0, alors dans les formules (3) et (3’) on doit poser 
Zo — 0. 

° 40. Méthode d’itération. Soit donnée une équation 
qui peut être ramenée à la forme 


z — @ (x), (4) 
où | p(z)I << r <'1 (r est une constante) pour a £< z < b. En partant 
de la valeur zo appartenant au segment [a, b] construisons la suite 
des nombres z1, z2, . .. d’après la loi suivante 

Z1 — P (zo), T2 — P (z1), ._. Tn = P (Zn-1); su. (5) 
Sia<z <b (n=1,2,...), alors la limite 
& = lim zx, 


7N—0 


est l'unique racine de l'équation (4) sur le segment [a, b], 
c'est-à-dire que les z, sont les approzimations successives de la racine E. 

L évaluation de l'erreur absolue de la n-ième approximation z, 
est donnée par la formule 


| Zn+i— Zn | 
| ë Zn| < 4—7r ° 


Donc, si z, et z,+1 coïncident à e près, alors l'erreur absolue limite 
pour zh sera 


e 
1—r 

Pour ramener l'équation f (rx) — 0 à la forme (4), remplaçons celle- 
ci par l'équation équivalente 


z—=z— hf (x), 
où le nombre À =£ 0 est choisi de manière que la fonction _ [z — 
— Àf (x)] = 1 — Àf’ (x) soit petite en valeur absolue au voisinage 
de zx, (par exemple, on peut poser 14 — Àf” (ro) = 0). 
Exemple 1. Ramener l'équation 2z — In z — 4 = 0 à la 
forme (4) si l’approximation initiale de la racine est zo = 2,5. 
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Solution.lcif(z) = 2z —Inxz—4;f (e) — 2 — À. Ecri- 


vons l'équation équivalente z = x — À (2x — 1n x — 4) et prenons 
pour valeur convenable de À le nombre 0,5 voisin de la racine de 
LT 4 . { , * 0 e 
l'équation 1 — À (2 — —) — 0, c'est-à-dire voisin de 2 = 0,6. 
| A 2=2:5 1,6 
L'équation initiale se met sous la forme 


z=zxz—0,5(2r — Inzxz — 4) 


ou 
2=2+5in z. 


E xemple 2. Calculer à 0,01 près la racine E comprise entre 2 
ct 3 de l'équation précédonte. 

Calcul de la racine d'après la méthode 
d'itération. Utilisons le résultat de l'exemple (1) en posant 
Zo = 2,5. Les calculs se font d'après la formule (5) avec un chiffre de 
réserve. 


z,=2+ _ In 2,5 = 2,458, 


2 + In 2,458 & 2,450, 


4 5 _. In 2,450 = 2,448, 


Zs— 24 In 2,448 = 2,448. 
Ainsi, 2,45 (on peut arrêter le processus de l’approximation 


puisque la troisième décimale (millièmes) est fixée). 
Donnons l'évaluation de l'erreur. On a 


1 1 
p(r=2+s Inz et p'(=—. 


En supposant que toutes les approximations zx, appartiennent au seg- 
ment {2,4; 2,5] on trouve: 


1 
5.2.4 0,21. 


Par conséquent, l'erreur absolue limite de l’approximation x: d’après 
la remarque faite précédemment est 


0,001 _ 
5-27 — 0:0012 # 0,001. 


Ainsi, la racine exacte E de l’équation se trouve entre les limites . 
2,447 < E << 2,449; 


on peut prendre E Æ 2,45, de plus, tous les chiffres de cette approxi- 
mation sont exacts au sens étroit. 
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r=max | (z)|= 


A — 


Calculs de la racine d'après la méthode 
de Newton.lIlciona 


f(z)=2r—-Inxz— 4, jf’ @)=2—2, f" (z) = 


1 
2? 
Sur le segment 2 < r < 3onaf° (x) > Oetf” (x) > 0;f (2)-f (3) < 0.- 
f (3) f” (3) > 0. Par conséquent, les conditions du 3° pour x) = 3 
sont vérifiées. 

Prenons 


Les calculs se font d’après les formules (3’) avec deux chiffres de réserve : 
z, = 3 — 0,6 (2-3 — In 3 — 4) = 2,4592; 
2 = 2,4592 — 0,6 (2-2,4592 — In 2,4592 — 4) = 2,4481; 
za = 2,4481 — 0,6 (2-2,4481 — In 2,4481 — 4) = 2,4477; 
za = 2,4477 — 0,6 (2-2,4477 — 1n 2,4477 — 4) = 2,4475. 

On arrête les calculs puisque le nombre des millièmes ne change 
plus. Reponse la racine est & — 2,45. Nous ne donnons pas l’éva- 
luation de l'erreur. | 

50. Cas dun système de deux équations. 
Soit à calculer, à un degré de précision donné, les racines réelles d’un 
système de deux équations à deux inconnues 


fe, y) = 0, @) 
@ (x, y) = 0, 
et soit donnée une approximation initiale d’une des solutions (Ë, n) 
de ce système zx = zo, y — Yo. 

Cette approximation initiale peut être par exemple obtenue en 
construisant graphiquement (sur un même système des coordonnées 
cartésiennes) les courbes f (x, y) = 0 et (x, y) = 0 et en détermi- 
nant les coordonnées des points d’intersection de ces courbes. 

a) Méthode de Newton. Supposons que le déterminant 
fonctionnel 


To 


__ 9(f, ®) 
— d(z, y) 


ne s’annule pas au voisinage de l'approximation initiale z = x, 
y = yo. Alors, d’après la méthode de Newton, la première approxi- 
mation de la solution du système (6) est de la forme x; = zo + &o, 
ur = ÿo + Bo, où &o, Bo est la solution du système de deux équations 


linéaires 
{ À (zo, Yo) + Gofx (Zo, Yo) + Bofy (zo, Yo) = 0, 
P (zo, Yo) + GoPz (zo, Yo) + BoPy (zo, Yo) = 0. 
La seconde approximation s'obtient par le même procédé 
Ze = y + O4, Ye = Yi + Pi, 

où œ&, B1 est la solution du système d'équations linéaires 
{ f (œus ya) + ufr (ns ya) + Bafy (æs, ya) = 0, 
P (Zi, ya) + MP (rs, ya) + Bipy (z1, ya) = 0. 
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De la même manière on détermine la troisième et les approxi- 
mations fsuivantes. 


b) M ét hode d'itération. Pour trouver la solution du 
système d'équations (6) on peut appliquer la méthode d'’itération 
en transformant co système en un système équivalent 

{== a 
y = ® (z, y), 
et con supposant que 
[Fi yI+I1D(z yI<r<1; (8) 
EF, G pI+I®, (x y I<r<1 
dans un certain voisinage à deux dimensions U de l'approximation 
initiale (zo, yo) et contenant la solution exacte (E, n) du système. 

Les approximations successives (z,, yn) (7 — 1, 2...) con- 
vergent vers la solution du système (7) ou, ce qui est la même chose, 
vers la solution du système (6) construite d’après la loi suivante 

Zi — F (zo, UL)E Ya — D (zo; Yo); 
= F (z1, y1); Y2 — O (x, ÿyi), 
Za — F (z2, y), Y3 — ] (z, 2); 
Si tous les (zn, ÿn) appartiennent à U, alors lim z, = Ë, lim y, = 1. 
+ 


ñn—+00 71—+ 00 
Pour ramener le système d'équation (6) à la forme (7) en con- 


servant la condition (8) on peut recommander le procédé suivant. 
Considérons le système d'équations: 


{ af (z, y) + Bo (x, y) = 0, 
vÉ (&, y) + Ôp (z, y) = 0, 
équivalent au système (6) sous la condition que 
crivons-le comme suit: 

z=2z+af(z, y) +Bp(z y) = F(x, y), 

y=y+ y t(z, y) + Ôp (x, y) = © (x, y). 

Choisissons les paramètres a, B, y, Ô de manière que les dérivées 
partielles des fonctions F (x, y) et ® (x, y) soient égales ou voisines 
de zéro pour l’approximation initiale, c'est-à-dire déterminons a, 
B, v, Ô comme les solutions approchées du système d'équations 

1+ fs (zos yo) +Bpz (xo, Yo) —0, 
œfy (Zo» Yo) + Bpy (ro, Yo)  —0, 
fx (zos yo) + Êpz (zo, Yo) —0, 
1 + vf (zo, yo) + Êpy (zo, yo) —0. 


a B 
DS 50. Trans 


Pour ce choix des paramètres a, B, y, à, en supposant que les 
dérivées partielles des fonctions f (x, y) et (x, y) ne varient pas 


trop rapidement au voisinage de l’approximation initiale (xo, ÿo), 
la condition (8) sera observée. 
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Exemple 3 Ramencr le système d'équations 


+ —1-=0, 
 — y = 0, 


à la forme (7) pour l’approximation initiale ro — 0,8, yo — 0,55 de 
la racine. | 
Solution. Icionaf(r,y + —-1,q{r, y) = ©» — 
— Yÿ; fx (fo, Yo) = 1,6, Îy (ro, Yo) = 1,1; x (zo, Yo) — 1,92, 
Py (to, Yo) = —1. 
Ecrivons le système 


a (+ y —1) + B (x — y) = 0, a, B 
VÉ+S—-1)+ù( — y) = 0 (RAEUE 


équivalent au système initial, sous la forme 
s=z+a(+ y —1)+ BP (ES — y), 
y=y+ y + y — 1) + 8 (5 — y). 


Prenons pour valeurs numériques convenables de a, B, y et à les solu- 
tions du système d'équations 


4 + 1,6a + 1,92B = 0, 
4,1a — B — 0. 
1,6ÿ + 1,92 — 0, 

1 + 1,1% — Ôd — 0; 


c'est-à-dire nous prenons a = —0,3, B = —0,3, y = —0,5, d & 0,4. 
Alors le système d'équations 


a y® — 1) — 0,3 (2° — y), 
y = y — 0,5 (+ y — 1) + 0,4 (7 — y) 


est équivalent au système initial et a la forme (7). En outre, dans un 
voisinage suffisamment petit du point (xo, Yo) la condition (8) est 
satisfaite. 


Par la méthode de séparation des racines réelles des 
équations et à l’aide de la méthode des parties proportion- 
nelles calculer les racines des équations données ci-dessous 
à 0,01 près. 


3138. 2° — x + 1 = 0. 
3139. 2° + O,5z — 1,55 = 0. 
3140. 2° — 4x — 1 = 0. 
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En partant des approximations initiales trouvées gra- 
phiquement, calculer à 0,01 près par la méthode de Newton 
les racines réelles des équations suivantes: 


141. 2 — Ir — 5 — 0. 3143. 2° — 4x 
3142. 27 —Inz—4—0. 3144. lgz = +. 


En utilisant les approximations initiales déterminées 
par voie graphique, calculer à 0,01 près par la méthode 
d’itération les racines réelles des équations suivantes: 


3145. x° — 5x + 0,1 = 0. 3147. 2 —z —2 — 0. 
3146. 4x = cos zx. 


Trouver graphiquement les approximations initiales et 
calculer à 0,01 près les racines réelles des équations et des 
systèmes : 


3148. 2° — 3x + 1 — 0. 3154. z° + 27—6—0. 
3149. 2$ — 22° + 3x — 5 — 0. 3155. &* + e-*—4—0. 
3150. xt + z — 2r — 2 — 0. . 2° +y*—1—0, 
3151. z-in z — 14 — O. 3156. | 2e y — 0. 
3152. 25 + 3x — 0,5 — 0. 3157 f z°+y—4=0, 
3153. 4x — 7 sin zx = (. * Uy—lg z—1—0. 


3158. Calculer à 0,001 près la plus petite racine positive 
de l'équation tg x = x. 

3159. Calculer à 0,0001 près les racines de l'équation 
z-th x = 1. 


$ 4. Intégration numérique 


10. Formule des trapèzes. Pour le calcul approché 
de l'intégrale 


b 
| f (x) dr 


(f (x) est continue sur [a, b]) divisons l'intervalle d'intégration [a, b] 


en n parties égales et prenons pour pas du calcul k — 


Soient z, = ro + ih(ro = a, 2 = b, i= 0,1, 2,...,n) les abs- 
cisses des points de divisions et y; — f (z,) les valeurs correspondantes 
de la fonction à intégrer y = f (r). Alors, d'après la formule des trapè- 
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zes, On a 
b 


| f)dzh (He + tue. + un) (1) 
a 
et l'erreur absolue est 


h?2 
Rn < 55 (b—0)-M 


où M2 — max | f” (x) BR aZz< b. 
Pour atteindre la cision done e, lors du calcul d’une inté- 
grale le pas du calcul Fi doit être déterminé par l'inégalité 


12e 
(b — a) M; (2) 


9 
R° < 


c'est-à-dire k doit être de l'ordre de Ve. La valeur ainsi obtenue de h 
est RFrOnoIE par défaut de manière que 


b—a 
Fr —— 


soit un nombre entier, ce qui nous donne le nombre de divisions. 
Ayant déterminé h et n d'après la formule (1) on calcule l'intégrale 
en prenant les valeurs de la fonction à intégrer avec une ou deux dé- 
cimales de réserve. 


20. Formule de Simpson (formule des para- 
boles). Si nr est un entier pair, avec les notations de 19, on a la 
formule de Simpson 

b 


À Go) de + Lo un) +4 Cat vs im) + 


a 


+2 (y2+ys+... + yn-2)]l (3) 


dont l'erreur absolue est 


h4 
Rn < eg (—6) Ma, (4) 


où Ma—= max |f{IV (x) | pour a<z<b 
Pour assurer une exactitude donnée E > dans le calcul d’une inté- 
grale le pas du calcul À est déterminé par l'inégalité 


TT 
780 —)Mi<e, (5) 


c'est-à-dire le pas h est de l’ordre de VS €. On arrondit le nombre k 


par défaut de manière que n = soit un nombre entier pair. 
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Remarque. Puisque la détermination du pas du calcul h 
et du nombre n qui lui est lié d’après les formules (2) et (5) est en 
général compliquée, alors en pratique on détermine k à tâtons. Puis, 
ayant obtenu le résultat, on double le nombre n, c'est-à-dire que l’on 
divise par 2 le pas k. Si le nouveau résultat coïncide avec l’ancien avec 
les décimales conservées, le calcul s’arrête. Dans le cas contraire, 
on répète ce procédé, etc. 

Pour un Calcul approché de l'erreur absolue R de la formule de 
Simpson (3) on peut utiliser le principe de Runge, d'après lequel 


|2—51 


LÉ 


où Z et > sont les résultats des calculs d’après la formule (3) corres- 
pondant aux pas k et 1 = 2h 


+ 

3160. Sous l’action d'une force variable F dirigée suivant 
l'axe OX, un point matériel se déplace sur l’axe OX du point 
z = 0 au point z — 4. Calculer approximativement le tra- 


vail À de la force F si le tableau des valeurs du module 


de F est donné 


z 0,0 


0,5 1,0 2,5 | 2.0 [2,5 3,0 13,8 4,0 


F | 1,50 | 0,79 | 0,50 | 0,75 | 1,50 | 2,79 | 4,90 | 6,75 10.00 


Effectuer les calculs d'après la formule des trapèzes et la 
formule de Simpson. 


1 
3161. Calculer  approximativement | (32° — 4x) dx 
0 


d’après la formule des trapèzes en prenant nr — 10. Calculer 
la valeur exacte de cette intégrale et déterminer les erreurs 
absolue et relative. Etablir la limite supérieure A de l'erreur 
absolue calculée pour r = 10 en utilisant la formule des 
erreurs donnée dans le texte. 
3162. Calculer à 10-* près d’après la formule de Simpson 
1 


l'intégrale en prenant nr — 10. Déterminer la 


zx dx 

z+1 
0 

limite supérieure À de l'erreur absolue en se servant de la 

formule des erreurs donnée dans le texte. 
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Calculer à 0,01 près les intégrales définies suivantes: 


| ? 
dr sin z 
3163. . 3168. dr. 
1+z 
1 az T 
3164. - 3169. | TE q7. 
1+7z z 
{ 2 
. dr CUS x 
3165. , 3170. dx 
1+2z z 
I 
2 2 
3166. | lex dr. 3171. | ST az. 
1+z 
2 1 
3167. | = dx. 3172. f e® dx 
1 0 


3173. Calculer à 0,01 près l'intégrale impropre 


C dx 
Es 
1 
Vérifier le 
Calcul en appliquant la formule de Simpson à DER 


en utilisant le changement de variable z= +. 


= Ti où b est choisi de manière que Îré RS <+ 40. 


3174. Une figure plane limitée par une demi-onde de la 
sinusoïde y = sin z et l’axe OX tourne autour de l’axe OX. 
Calculer d’après la formule de Simpson à 0,01 près le volu- 
me du corps de révolution. 


3175*. Calculer d’après la formule se Simpson a 0,01 
près la longueur de l'arc de l’ellipse — HE W,652% — 1 
situé dans le premier quart de SE 


$ 5. Intégration numérique des équations différentielles 
10. Méthode des approximations successi- 


ves (méthode de Picard). Soit donnée une équation diffé- 
rentielle du 1-er ordre 
y = f(x, y) (1) 


avec la condition initiale y = yo pour x = x. 
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La solution y (x) de l'équation (1) vérifiant la condition initiale 
donnée peut être représentée en général sous la forme 


y (x) = lim y, (x), (2) 
4—>00 
où y, (z) sont les approximations successives données par les formules 


Yo (x) — 0; 
ya (2) = 0 + | f (es vi-1 (e)) dz 
X0 


(i = 0, 1, 2, ...). 
Si le second membre f (zx, y) est défini et continu dans le voisinage 
R{lz—z1<a, 1y—vl<b} 
et satisfait dans ce voisinage à la condition de Lipschitz 
lfz, y) — f(x, ve) IKL | — ue | 


(L est une constante), alors la méthode des approximations successives 
(2) converge à priori dans l'intervalle fermé 


[z—zol<R, 


où k— min (2. +) et M=max|f(zx, y)|. En outre, l'erreur est 
R M R 


| T—27Q [n+i 


Ra=|y(x)—yn (z)| < ML CENTER 


si seulement 
[z—zol<h. 


Avec de légères modifications, la méthode des approximations 
successives (méthode de Picard) est aussi applicable aux systèmes 
normaux d'équations différentielles. En ce qui concerne les équations 
différentielles d'ordres supérieurs, on sait qu’on peut toujours les 
ramener à des systèmes d'équations différentielles. 

20, Méthode de Runge-Kutta. Supposons que l’on 
veuille trouver la solution y (x) du problème (1) sur l'intervalle fermé 
zo Lz EL X avec un degré de précision donné &. 


Pour cela choisissons d’abord h = pr (le pas du calcul) en 


divisant le segment [xc, X] en n parties égales de manière que h4 < &. 
Les points de division z, sont définis par la formule 


z=zZotih (1=0,41,2,...,n). 
D'après la méthode de Runge-Kutta les valeurs correspondantes 


y, = y (zi) de la fonction inconnue se calculent successivement d'après 
les formules 


Yiti=Yit AYi 
| . . 
Ayi= (+245 +280 + HU), 
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io =0, 1, 2: nn et 
RO = F(z1, vi) h, 
: | (4) 
ke (a+, yi+ À }. 
(3) 


h EN) 
kD =} (2 +) yi+ 2 } h, 
KO = frite vi kS) h. 


Pour vérifier le choix judicieux du pas k, on recommande de vé- 
rifier la grandeur 


ke) p() 
RD — 46) 


La fraction 8 doit être de l'ordre de plusieurs centièmes; dans le cas 
contraire, le pas À doit être diminué. 

La méthode de Runge-Kutta a une précision de l'ordre de hf. 
Une évaluation grossière de l’erreur donnée par la méthode de Runge- 


Kutta sur l'intervalle fermé [rs, X] peut être obtenue en partant du 
principe de Runge: 


| Y2m — Ym | 
on 45 è 


où n = 2m, Y2m et Um sont les résultats des calculs d’après le schéma 
(3) avec les pas h et 2h. 


La méthode de Runge-Kutta est aussi applicable à la solution 
d un système d'équations différentielles 


y = f(x, y, 2), 2 = @(x, y,2) (4) 


avec des conditions initiales données y = ÿo, 2: = Zo, pour zx = x. 
30. Méthode de Milne. Pour résoudre le problème (1) 
d’après la méthode de Milne, en partant des données initiales y = yo 


pour z = x, on détermine à l’aide d’un procédé quelconque les valeurs 
successives 


Yi = y (x), yes = y (x), Ys = y (xs) 


de la fonction inconnue y (x) par exemple, on peut avoir recours au 
développement de la solution y (x) en série (chapitre IX, $ 17) ou 
bien encore trouver ces valeurs par la méthode des approximations 
successives, ou en appliquant la méthode de Runge-Kutta, etc.). 


Les approximations y, et y, pour les valeurs suivantes de y, (t = 4, 
, ++, à) sont trouvées successivement par les formules 


_ k 
Di vis + Cia fist is, 


= hk - 
n=uiez tk (tft fo 


où fa—=f(zxr, yi) et fa = f(xi, ya. Pour la vérification, on calcule la 
grandeur 


4 - = 
ei 5gl Yi vil. (6) 


Si e, n’est pas supérieur d’une unité au derniet chiffre de rang 
10-m conServé dans la réponse de y (x), alors pour y, on peut prendre y. 
et passer au calcul de la valeur suivante y,+1 en répétant le procédé. 
Mais si e, > 10-m, on doit alors recommencer les calculs dès le début 
en diminuant le pas du calcul. La mesure du pas initial est déterminée 
approximativement par l'inégalité ht < 10-m". 

Pour le cas de Ia solution du système (4) la formule de Milne 
doit être écrite séparément pour chaque fonction y (x) et : (x). L'ordre 
des calculs est conservé. 

Exemple 1. On donne l'équation différentielle y = y — x 
avec la condition initiale y (0) = 1,5. Calculer à 0,01 près la valeur 
de la solution de cette équation pour la valeur de la variable z = 1,5. 
On demande de faire les calculs en combinant la méthode de Runge- 
Kutta et la méthode de Milne. 

Solution. Choisissons d’abord le pas À des calculs à partir 
de la condition hf‘ << 0,01. En évitant des complications d'écriture 

our le nombre hk considérons le cas kÀ = 0,25. Partageons l'intervalle 

‘intégration de z = 0 à x = 1,5 en six parties égales de longueur 
0,25, à l'aide des points z, (ë—0, 1,2, 3, 4, 5, 6), les valeurs cor- 
respondantes de la solution y et de sa dérivée y” seront désignées par y; 
et yi. 

Calculons d’après la méthode de Runge-Kutta (d’après les for- 
mules (3)) les trois premières valeurs de y (sans compter la valeur ini- 
tiale) ; les trois autres valeurs y,, y5, ya Seront calculées à l’aide de la 
méthode de Milne (d’après les formules (5)). 

Il est évident que la valeur y, est la réponse du problème. 

Effectuons les calculs avec deux chiffres de réserve d'après le 
schéma défini qui est constitué de deux tableaux successifs 1 et 2. 
On donne la réponse à la fin du tableau 2. 

Calcul de la valeur y. Dans notre cas f(x, y) = 
= —2+ Yy, To — 0, Yo = 1,5. 


k=—0,25. Ayo — + (RSS). DRIO) DECO E KEON) — 
= (0,3750+2-0,3906 +-2.0,3926 + 0,4106) — 0,3920 ; 
KE? = f (zo» Yo) h= (—0 + 1,5000) 0,25 —= 0,3750 ; 
(0) 
= (204, vo À) h = (—0,125 41,500 4-0.1875) 0,25 = 
— 0,3906 ; 
h Ko) 
Of (2045, vote) #—(—0,125 4-1,5000 +-0,1953) 0,25 — 


— 0,3926 : 
KO = f(zo+h, Jo 8?) h=(—0,25 + 1,5000 + 0,3926) 0,25 == 0,4106 ; 
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y = Yo + Ayo = 1,5000 + 0,3920 = 1,8920 (on garantit les 
trois premiers chiffres de cette valeur approchée). Pour la vérifi- 
cation, calculons 

(0) — 400) 
RES |F 


___10,3906 —0,3926, _ 20 
10,3750 — 0,3906 906 [| — 156 
D'après ce critère, le pas k a été choisi assez grossièrement. 


On calcule de la même manière les valeurs y2 et ys. Les résultats 
des calculs sont groupés dans le tableau 1. 


= = 0,13. 


Tableau 1. Calcul de y1, y:, ys d'après la méthode 
de Runge-Kutta. 


f (2, y)=—z+y; h=0,25 


h 

va- y! = Î (a+, 

dsl + |" Eu) ko) | # 
Wir 


0 0 1,5000| 1,5000 | 0,3750 1,5625  |0,3906 
1 0,25 1,8920| 1,6420 | 0,4105 1,7223 |0,4306 
2 0,50 2,3243| 1,8243 | 0,4561 1,9273  10,4818 
3 0,75 2,8084| 2,0584 | 0,5146 2,1907  10,5477 
ä Î (=: 9 ? : 
va 9 
n Gite, | 
ER PAR à SL D) DES Bus | 
VIT 
0 1,5703  10,3926| 1,6426 | 0,4106 0,3920  |1,8920 
1 1,7323 |0,4331| 1,8251 | 1,4562 0,4323 12,3243 
2 1,9402  10,4850| 2,0593 | 0,5148 0,4841 |2,8084 
3 2,2073  10,5518| 2,3602 | 0,5900 0,5506  13,3590 
Calcul dela valeur y; Onaf(z,y)=—xz+ y,h — 0,25, 
Ta — 4: 


yo — 1,9000, y, —1,8920, y = 2,3243, ya = 2,8084, 
yo — 1,5000, y; —1,6420, ys —1,8243, ys — 2,0584. 
En appliquant les formules (5), on trouve; 
_- 4h 9,1? ’ 9,,! 
ÿa= Yo = (gi — vs + 2ys) = 
4°. _ 29 
— 1,5000 + —"— (2.1,5420 — 1,8243 + 2.2,0584) = 3,3988 ; 
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y = f (ras va) = —1+3,3588 — 2,3588 ; 
= k - , , 
Ya = Y2 + (ya + 4ys + y2) = 2,3243 + 


+ DT (2,358. 4.2,0584 + 1,8243) = 3,3500 ; 


_ 1 . 


par conséquent, on n a pas à réviser le pas des calculs. 


On trouve ya — ys — 3,3590 (on garantit les trois premiers chif- 
fres de cette valeur approchée). 

De la même manière, on calcule les valeurs ys et ys. Les résultats 
des calculs sont groupés dans le tableau 2. 

Ainsi on a en définitive: 


y (4,5) = 4,74. 


40. Méthode d’Adams. Pour résoudre le problème (1) 
d’après la méthode d Adams, on part des données initiales y (zo) = ÿo 
pour trouver à l’aide d’une méthode de son choix trois valeurs consé- 
cutives de la fonction inconnue y (x): 


ÿi = y (x) = y (Go + h), y2 = y (z2) = y (zo + 2h), 


Ys = y (xs) = y (zo + 3h) 


(ces trois valeurs peuvent être obtenues par exemple en développant 
y (x) en série entière (chapitre IX, $ 16), ou bien on les détermine à 
l'aide de la méthode des approximations successives l(voir 10) ou 
encore en appliquant la méthode de Runge-Kutta (voir 20), 
etc 


|A l'aide des nombres Tos Tir Z2s T3 OÙ Yo, Y1, Y2, Ys, On calcule 
les grandeurs Go, 1, 92» 93» OÙ 


Go = hyo = hf (zo, Yo), Gi = hyi = hf (z1, y), 

G2 = hys = hf (z2, ye), Qs = hys = hf (xs, ys)- 
Formons ensuite le tableau diagonal des différences finies'de la grandeur 
q: 
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Ay = , Aq= ?q = A3q = 


se stef e, D png |A [Mgr 
Zo | Yo | Ayo |f(zo: vo) | 4 Ago Aqo ASqo 

Zi | Yi | Aus |f( y)| q | Agi | Aîqi | Ag: 

Za | V2 | AYa | fs Va) | Q2 | AY | Aîqe AŸq2 

Zs [Vs | AUs |f(xs,ys)| gs Ag3 Ag3 

Za | Ya Ays |f(Zs Va) | da Agqs | 

zs [Us | Ays |f(xs, ys)| gs | | 


Y6 | 


La méthode d'Adams consiste à prolonger le tableau diagonal des 
différences à l’aide de la formule d'Adams 


4 5 0 
An=Mn+> AQn-1 + D Aqn-2 + & ASqn-3- (7) 


Ainsi, en utilisant les nombres gs, Ag2, Aîgi, Aqo groupés et 
disposés en diagonale dans le tableau des différences, nous pouvons à 


l’aide de la formule (7), pour nr = 3, calculer Ays = qg3 + 5 Ag» + 


+£ Ma + À Age. Ayant trouvé la valeur Ayz, nous calculons 


Ya = ÿs + Ays. Connaissant z4 et ys, nous pouvons calculer q; = 
— hf (za, ya) puis porter ys, Aya et gs dans le tableau des différences 
et le compléter par les différences finies Ags, Aîq2:, ASq disposées 
avec q, sur une nouvelle diagonale parallèle à la diagonale précédente. 

Ensuite, utilisant les nombres de la nouvelle diagonale, nous 
pouvons à l’aide de la formule (7), pour n = 4, calculer Ays, ys et qs 
et ainsi obtenir la diagonale suivante: q5, Ag, Agz, Ag. À l’aide 
de cette diagonale, nous calculons la valeur y; de la fonction inconnue 
y (x), etc. 

Pour calculer Ay d'après la formule d Adams (7) on part de la 
supposition que les troisièmes différences finies A°g sont constantes. 
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Conformément à ce qui précède, la grandeur À du pas initial du calcul 
est donnée par l'inégalité k* < 10-m (si nous désirons obtenir la va- 
leur de y (zx) à 10-"t près). 

De ce point de vue la formule d'Adams (7) est équivalente aux 
formules de Milne (5) et aux formules de Runge-Kutta (3). 

L'évaluation de l'erreur commise par la méthode d'Adams est 
compliquée et pratiquement inutile puisque dans le cas général elle 
donne une forte exagération des résultats. En pratique on surveille 
la marche des différences finies d’ordre trois en choisissant le pas h 
suffisamment petit pour que les différences voisines Ag; et Afqi+: 
diffèrent au plus d'une ou deux unités du chiffre de rang donné (sans 
compter les chiffres de réserve). 

Pour améliorer la précision du résultat, la formule d'Adams peut 
être complétée par des termes contenant les différences du quatrième 
ordre et d ‘ordres supérieurs de la grandeur g. En outre, le nombre des 
premières valeurs de la fonction y nécessaires pour compléter le tableau 
initial augmente. Les formules d'Adams à précision accrue ne seront 
pas considérées. 

Exemple 2. Calculer pour x = 1,5 à 0,01 près en combinant 
la méthode de Runge-Kutta avec la méthode d'Adams la valeur de la 
solution de l'équation différentielle y’ = y — x avec la condition 
initiale y (0) = 1,5 (voir exemple {). 

Solution. Utilisons les valeurs y, y2, y: de la réponse de 
l'exemple 1. Leur calcul est donné dans le tableau 1 

Nous calculons d’après la méthode d’'Adams les valeurs suivantes 
Yas Y5, Ye (voir tableaux 3 et 4). 


Tableau 3. Tableau fondamental pour calculer Ya Us» Ye 
d'après la méthode d’Adams. 


f(x, y)=—2z+y; h=0,25 


(On désigne en italique les données de départ) 


Va- ee A ; 
ns Xi Vi Ay; ne Vo) qi=vih Ag; À Aq; 
(4) 0 |1,5000 | | 1,5000 0,3750 v 030101. 0028 
| 
1 C1 [os fra 0,25 |1,8920 Il | 1,6420 0,4105 0.o450.ou2 0,0037 
à 0,50 |2,3243 DUC] |E | 1,8243 «| 0,4561 0585 p,0160,008 


0,75 or (ea sol 2,08 2,0584 x | 0,5146 pos 
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Suite 


leurs | ». Vi = qi 
i 


i A A2 A3 
= 0) =v'ih | fi 1 


4 |1,00! 3,3588 10,6356| 2,3588 Lo 9897 ss pe | 


5) 1,2 | 3,9944 p.450 2,1444 Lo a À | | 


Réponse: 4,74 
Tableau 4. Tableau auxiliaire pour le calcul d’après 
la méthode d’'Adams. 


, 3 
Ayi=qi+ _ Agi-1 + S Aqi-2 + r ASqi-3 


0,0069 


La réponse du problème est yg = 4,74. 

Dans le cas de la solution du système (4) la formule d’Adams (7) 
et le schéma des calculs donné au tableau 3 sont appliqués séparé- 
ment aux deux fonctions y (x) et = (x). 


Trouver trois approximations successives des solutions 
des équations et des systèmes différentiels indiqués ci-des- 
SOUS. 

3176. y = 2 + y"; y (0) = 0. 

3177. y =xz+y+z, z =y—2; y(0) = 1, z(0)= — 
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3178. y” — —y; y (0) = 0, y’ (0) = 1. 


On demande de calculer approximativement à l’aide de 
la méthode de Runge-Kutta en prenant pour pas À — 0,2 les 
solutions des équations et systèmes différentiels pour les 
intervalles indiqués : 


3179. y = y — zx; y(0) = 1,5 (0<Lzr<1). 
3180. y' = y; yH)=1 A<Lz<2). 


3181. y —z +1, z — y — zx, y (0) = 1, z(0) = 1 
(O0 Lrz< %). 


En combinant la méthode de Runge-Kutta avec la métho- 
de de Milne ou celle de Runge-Kutta avec celle d'Adams, 
on demande de calculer, à 0,01 près, les solutions des équa- 
tions et systèmes différentiels donnés ci-dessous pour les 
valeurs indiquées de la variable: 


3182. y = zx + y, y = 1 pour x — 0. Calculer y pour 
x = 0,5. 


3183. y = 2 + y, y = 1 pour x — 0. Calculer y pour 
Let: 


3184. y — 2y — 3, y — 1 pour x — 0. Calculer y pour 
z := (0,5. 


y = —2z + 2y +2, 
3185. { %, == + Qy + 32; y = 2,z = —2 pour z = 0. 


Calculer y et z pour z = 0,5. 


y = —3y — 2, 
3186. a 


Calculer y et z pour x = 0,5. 

3187. y — 2 —y, y —=2, y — —1Â1 pour z = 0. 
Calculer y pour zx = 1. 

3188. y°y”" + 1 = 0, y = 1, y — 0 pour x = f. 
Calculer y pour z = 1,9. 


3189. LE + cos A0, z=0, x'—=1 pour t—0. 


Trouver x (n) et x” (x). 
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$ 6. Calcul approché des coefficients de Fourier 


Schéma des 12ordonnées. Soient y, = f (x) (n = 0, 
4, ..., 12) les valeurs de la fonction y = f (x) aux points équidistants 


s14 . } 
Tn — de l'intervalle fermé [0, 24}, en outre yo = yss. Formons les 


tableaux 
Yo Y1 Ya Us Us YU5 Ya 
Y11 Y10 Yo Vs U7 
Sommes (2) Uo Uy Us Us Us Ur UG 
Différences (A) Ut Lo Us Ug V5 
Uo Uy Us Us l'{ Vo Va 
Ug Us Us 5 L'4 
sommes So Si S2 S3 Sommes O4 Oo Os 
Différences | to fi t2 Différences | Ti; T 


Les coefficients de Fourier an, bn(n—0, 1, 2, 3) de la fonction 
y—=f (x) peuvent être approximativement donnés par les formules : 


Gao — 0 + Si + S2+ Sa, 6b4 — 0,501 + 0,86602 + O3, 
Ga, — lo + 0,866t, + 0,51, Gb; — 0,866 (T: + T2), 
Gaz — S0 — Sa + 0,5 (Si — 52), Gb3— 01 — 03 (1) 
Gaz — to —t2, 
où .: 
V3 LE 
0,866 5 © Î1—10 30 ‘ 
On a 
3 
{ (x) Re R+ Y (an cos nr + bn sin nr). 
n=1 


On peut faire appel à d’autres schémas. Pour alléger les calculs on 
utilise des schémas standard. 

Exemple. Déterminer le polynôme de Fourier correspondant 
à la fonction y — f (x) (0 < x < 2x) donnée par le tableau 


y1 Yo y3 Ua y5 Ye y8 V9 Y10 | Y11 


U7 
| 38 | 12 | 4 | 14 | 4 18|-2) 7) | 8 | 32 
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Solution. Formons les tableaux 


38 3812 ‘4 14 4 —18 


y 32 8 —24 —27 —93 


U 
U 


38 70 20 —20 —13 —19 —18 
6 4 28 41 27 


, 38 70 20 —20 "6 4 28 

— 18 —19 —13 V | 27 41 
s 20 . 51 7 —920 o 33 45 28 
t 56 89 33 T | —21 —37 


D'après les formules (1) on a 
ap—=9,7; a—249; a—10,3; as—=3,8; 
b1—13,9; b— —8,4; bs—0,8. 

Par conséquent, 


__ f(2&4,8+(24,9 cos z+4-13,9 sin z) + (10,3 cos 27 —8,4 sin 27) + 
+ (3,8 cos 3z + 0,8 sin 3x). 


A l’aide du schéma des 12 ordonnées, déterminer les 
polynômes de Fourier pour les fonctions suivantes définies 
sur l'intervalle (0,2x) et données ci-dessous par les tableaux 
de leurs valeurs correspondant aux valeurs équidistantes de 
la variable indépendante. 


3190. yo=—7200 ya—=4300 yg— 7400 ys —7600 


yi=300  ya—0 ya=—2250 y10—=4500 
Yy2—=700  ys—=—5200 ys— 3850 y —250 
3191. yo—0 ya—9,72 ye=7,42  y9—=5,60 


y1 =6,68 Ya—=8,97 y —6,81 Y10—4 88 
ya —9,68 ys =8,18 Yyg—=6,22 Y11—=3,07 
3192. yo—2.744 ys—1273 Ve—0.370 ys —--0,357 
m—=3042 uy=0788 y—0540 Y0=—0,437 
yo—2,134 ys—0,495 ya—=0,191 y:1—0,767 


3193. Calculer les premiers coefficients de Fourier d’après 
le schéma des 12 ordonnées pour les fonctions suivantes: 


a) f(r)= (In +2ntr)  (0Ly<2n), 
b) f)=re—n)  (0<z<2n). 


29—0361 


RÉPONSES 


Chapitre premier 
1. Solution. Puisque a—(a—b)+b, on alal<[a—b|+]|bl 
D'où [a—b|>]al —|b| et |a—b|—|b—a|>{b|—|a|. Par consé- 
quent, |a—b|>[|al—[b{|]. De plus, |a—b|=|a+(—b)|<|a[+ 
+[—b|={al+[b]. 3 a) —2<z<4,b)z<—3,r>1; c) —1<z<0; 


d)z>0. 4 —24; —6: 0: 0: 0; 6. 5. 4: 12; VIF le VIE 

—— EL 4 ‘ 5 1 7 13 

3 ee RP Res Se 
1/V1+z x 5 0.7.f()=—-5 rt. fn = sr 241. 
9. 0,4. 10. —(z+1zf). 11. à) —1<z<+ 00; b) —o<r< +0. 
12. (— 00, —2), (—2,2), (2,400). 13. a) —o<r<—V2, V2<r< 
< +00; b)z=0,1z| > V2. 14 —1<zr<2. Solution. On doit avoir 
2+z—z2>0, ou z?—r—2<0, c'est-à-dire (z+1)(r—2) <0. D'où 
soit z+1>0,z—2<0, c'est-à-dire —1<7<2; soit encore r+1<0, 
z—27> 0, c'est-à-dire z<—1, z >2, ce qui est impossible. Ainsi, 
—14Lz<L2. 15. —2< 7.0. 16. —o<rz<—1,0LrLA1. 17. —2< 
Lr<2. 18. —1<7<1,2<7<+00. 19. —— ri. M 1LT< 


100. 21. AA LILI + : (k=0, +1,+2,...). 22. p(r)— 214 — 512— 


— 10, (x) = — 3:68 + 67. 23. a) Paire; b) impaire; c) paire; d) impaire; 
e) impaire. 24 Indication. Utiliser l’identité f@=+U (x) + 
+f(—2)] ++ [f(x)—f(—zx)]. 26. a) Périodique, Ti x; b) périodique, 
T =, c) périodique, T — x; d) périodique, T — x; c) non périodique. 
27. y= 7, Si 0<Lr<c; y—=b, sic<r<a; Sn st, Si0<r<c: 
S — br— Fe. si c<z<a. 28. m—= q\r pour 0O<Lr<li; m— qili + g2(z—l4) 


pour Url les m4 gli + pale + gs (zh) pour Li +l2<r<h+ 
+ltilazt 29 p (b(z)=2%; D(p(r))=2:*. 30. x. 31. (z+2)*. 
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37. 5 0; . 38. a) y —0 pour z = —1, y>0 pour z> —1, y<<0 pour 
z<—1; b) y—0 pour z=—1ct r-2, y>0 pour —1 Lr<2, y<0 
pour — 00 <1< —1 et 2<7<-F 00; c) y 0 pour —o0<r<-F 00; d) y = 0 
pour r —0,r— — V3et r = V3, y>0 pour —V3<:<0 ct Vi<r<+ 
+ oo, y<0 pour —00<r<— V3 et 0Lr< V3; e) y=0 pour z=1; y>0 


pour —co<z<—1 et 1<z<+ 00, y<0 pour 0OKz<1. 39. a) = + 


(y—3)(—co<y<+oo); b)z=Wytietz=—VyF1(—1<y< +oo): 
c) z=V1—y5(—o0<y<+o); d) = 2.107 (—oo<y< +00); e) z= 


1 xl = 
=+tey (—-5 <<) . 40. z— pour —o<y<0; z=V/y pour 
0<Ly< +oo. 41. a) y=ul, u—2r—5; b) y=2U, u = cos x; c) y=Ilgu, 


u=tgv, D=T; d) y—arcsin u, u—37, v— —1%. 42. a) y—sin? zx: 
b) y—arctg VIgz; c) y=2(:—1), si |z|<1 et y=0, si ]z|> 1. 
43. a) y= —cos 22, Vr<|z| <V2x%; b) y = 1g (10— 10%), —oo<z<1; 


C) y=—+ pour —oo<z<0 et y= zx pour 0Lr< + oo. 46. Indication. 


Voir appendice VI, fig. 1.51. Indication. En complétant le tri- 
nôme du second TAGS DA un carré parfait on a y—yo+a(z—zxo)? 
Où Zp = + et Jo = — . D'où le graphique cherché est la para- 


bole y — ax? translatée le long de l’axe OX de zx, et le long de l’axe OY 
de ÿo. 53. Indication. Voir appendice VI, fig. 2. 58. Indication. 
Voir appendice VI, fig. 3. 61. Indication. Le graphique est 


l'hyperbole y=— translatée de zo suivant l'axe OX et de yo suivant 


l'axe OY. 62. Indication. En séparant la partie entière on a 


9 
=) ++) (comparer avec 61*). 65. Indication. Voir 


appendice VI, fig. 4. 67. Indication. Voir appendice VI, fig. 5. 
71. Indication. Voir appendice VI, fig. 6. 72. Indication. 
Voir appendice VI, fig. 7. 73. Indication. Voir appendice VI, 
fig. 8.75. Indication. Voir appendice VI, fig. 19.78. Indication. 
Voir appendice VI, fig. 23. 80. Indication. Voir appendice VI, 
fig. 9. 81. Indication. Voir appendice VI, fig. 9. 82. Indication. 
Voir appendice VI, fig. 10. 83. Indication. Voir appendice VI, 
fig. 10.84. Indication. Voir appendice VI, fig. 11. 85. Indica- 
tion. Voir appendice VI, fig. 11. 87. Indication. La période de 


la fonction est re . 89. Indication. Le graphique cherché cest 
la sinusoïde y—5sin2r d'amplitude 5 et de période x translatée 


1 : ; 
à droite suivant l’axe OX de 1 EE 90. Indication. En posant a — À 


cos et b——Asing, on a y—=Asin(z—e), où A=VW/a!+4 et 
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q = Arctg (—2). Dans notre cas À — 10, @—0,927. 92. Indication. 


CUS? se (A+ cos2r). 93. Indication. Le graphique cherché est la 


somme des graphiques y; —zxz et y.—=sinz. 9%. Indication. Le 
graphique cherché est le produit des graphiques y; —z et y:—sin z. 
ÿ9, Indication. La fonction est paire. Pour x >0 définissons les 
points où 1) y—=0, 2) y—1 et 3) y——1. Pour z—+ +0, y +1. 
101. Indication. Voir appendice VI, fig. 14. 102. Indication. 
Voir appendice VI, fig. 15. 103. Indication. Voir appendice VI, 
fig. 17. 104. Indication. Voir appendice VI, 1e 17. 105. Indi- 
cation. Voir appendice VI, fig. 18. 107. Indication. Voir 
appendice VI, fig. 18. 118. Indication. Voir appendice VI, fig. 12. 
119. Indication. Voir appendice VI, fig. 12. 120. Indication. 
Voir appendice VI, fig. 13. 121. Indication. Voir appendice VI, fig. 
13.132. Indication. Voir appendice VI, fig. 30. 133. Indication. 
Voir appendice VI, fig. 32. 134 Indication. Voir appendice 
VI, fig. 31. 138. Indication. Voir appondice VI, fig. 33. 139. 
Indication. Voir appendice VI, fig. 28. 140. Indication. Voir 
appendice VI, fig. 25. 141. Indication. Formons le tableau des 
valeurs 


En construisant les points (x, y) obtenus nous déterminons la courbe 
cherchée (voir appendice VI, fig. 7). (On ne porte pas géométriquement 
le paramètre t.) 142. Voir appendice VI, fig. 19. 143. Voir appendice 
VI, fig. 27. 144. Voir appendice VI, fig. 29. 145. Voir appendice VI, 
fig. 22. 150. Voir appendice VI, fig. 28. 151. Indication. On 


trouve en résolvant l'équation par rapport à y y——+V/25—72. On 
construit par points la courbe cherchée. 153. Voir appendice VI, fig. 21. 
156. Voir appendice VI, fig. 27. I1 suffit de construire les points (x, y) 
a 
2 
a, en résolvant l'équation par rapport à z, z—10igy—yt*. D'où on 
trouve les points (x, y) de la courbe cherchée en donnant à l’ordonnée 
y des valeurs arbitraires (y>0) et en calculant d'après la formule (*) 
l'abscisse zx. Il faut avoir en vie que Igy—> —c pour y —+>0. 


159. [ndication. En passant aux coordonnées polaires r = V/12+y? 


correspondant aux abscisses z—0,+—, +a. 157. Indication. On 
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et tg g= on a r—eŸ (voir appendice VI, fig. 32). 160. Indication. 


En passant aux coordonnées polaires z=rcosp et y—rsinp,ona 


oi 2). 161. F—32+1,8C 
coq +smse Woir appendice VI, fig. 32). 161. F—32+1,8C. 


©" 


a 


b . 
162. y—0,6x (10—7r); Yymax=—=15 pour z—5. 163. y=+ Sin Z; Ymax = 5 
pour 2. 164. a) re Zi = 2; b) z = 0,68; c) zi—= 1,37, Za = 1; 


d) z=— 0,40; e) r—1,50; f) z—0,86. 165. a) z1— 2, y1—=5; T2 = 59, ya = 2 
b) T1—= — _ Y1= —2; Z2= —2, Y2= — 3; z3—2, ! y3=3; z,=38, y 2; 
c) T1=2, Yi=2; Z:S 3,1, Ya —2,5; d) TZ1T &—3, 6, rs Ze — 2,1, 


+) 
A 


Va 2,9, 23% 2,9, ys 1,8; 4 8,4, y, — 1,6; e) 4= Ni= 5 ; 


o] 
T2 +, Y2 = se 166. D a)n>4; b)n>10; c) n> 32. 


167. n> 12 N N. a) N=—9; b) N —99; c) N — 999. 168. 8 E(e<t). 


a) 0,02; b) 0,002; c) 0,0002. 169: a) Igz<—AN pour es N 
ee z2>X (N); c)If(DI>N Dore CT (N). 170. a) 0; b) 1; pl 1: 


1 3 
EU TZ: 172. 1. 173. 9: 174. 1. 175. 3. 176. 1. 177. L. 
178. — . Indication. Utiliser la formule 1°+22+...-+n° = 


3 
L | 
= n(n+1) (2n +1). 179. 0. 180. O0. 181. 1. 182. 0. 183. co. 184. 0. 
185. 72. 186. 2. 187. 2. 188. oc. 189. 0. 190. 1. 191. 0. 192. co. 


193. — 2. 194. oo. 195. . 196. — . 197. 3x2. 198. —1. 199. ee 
4 1 1 3 I 
200. : ee —, ee ee. —_—— «0 . . e D A 
3. 201 3 202 5 203 56 204. 12. 205. —. 206. É 
207. 1. 208. 1, 299. —1_ 219. —L. 211. oo a. 
2Vz 3ÿ/ 2? 3 2 
213. 5. 214. _ 215. 0. 216. a) sin 2; b) 0. 247. 3. 218. À. 
1 
219. 3° 220. X. 221. Z. 222. cos a. 223. —sin a. 224. I. 225. COS x. 
1 2 1 
226. nes Eee — 2 227. a 0; b 1. 228. —— 229. _— 30. 0, 231. 2 
V2 ) ) x gr? Le 
À 4 2 2 
232. pra 2 — 2 e ee ——, e e. e __— e nr Q ee. 7 e 
7 (ni— mt). 233 5 234. 1. 235 3: 236 = 237 : 
1 
238. TX. 239. 4° 240. 4. 241. 1. 242. — 243. 0. 244. +. 245. 0. 


246, e”1, 247, e2, 248, e1, 249, e-4, 250, ex. 251. e. 252. a) 1. Solution. 
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1 
1 1 SR 
: + : + : . a Z\T? 
lim (cos x) * —lim [1—({—cos r)] * — lim (1—2sin +) = 
x—0 x—0 20 2 
: { 2sin5 ( ee) 
e 2 sin$ lim 
= lim (1—2sin75) | = e*+0 . Puisque 
x—0 2 
A  : 
2 sin? — sin — : 
: 2 £ 2 z° : 
lim | — = —2]im — |—=—2-1.lim — = 0, 
x+0 z x-+0 z 4z x=0 4 
2 
e zx 1 e A ee." 
alors lim (cos rx) —e0—1. b)}——. Solution. De la même manière 
x—0 Ve 
- 2 sin — 
=. mio 7 
que précédemment (voir a), lim (cos x) * = e*+0 sé . Puisque 
x—0 
—2 sin + sin + - à 
. 2 : 2 z 1 
Lion | —— > } = — 2lim —— | = — —, alors 
x+0 T° x0 Z 4zx° 2 
2 


1 
lim (cos z) À —e 


1 
x—0 _ Ve 
257. _. 258. 1. Indication. On pose e*—1—a, où &æ +0. 


253. In 2. 254. 101ge. 255. 1. 256. 1. 


259. Ina. Indication. Utiliser l'identité a = e!"%. 260. Ina. 


Indication. Poser —=a, où & —+ 0 (voir exemple 259). 261. a —b. 


262. 1. 263. a) 1: b) +. 264.8) _43; b) 1. 265. a) —1; b) 1. 


266. a) 1; D) 0. 267. a) O0; b) 1. 268. a) —1; b) 1. 269. a) —1; 
b) 1. 270. a) —o; b) + oo. 271. Solution Si zxkn 
(k=0, +1, +2, ...), alors cos r<1 et y—0; et si z=kx, 


alors cos? rx — 1 et y—1. 272. y—zx pour O<r<1:y=+ pour z=1; 


y=0 pour z>1. 278. y=|zl. 274. y=—+ pour z<0; y=0 
pour = 0: y=— pour x > 0. 275. y—1 pour 0<r<1:;y—z pour 
61 


1<z<+00. 276. 7. 277. A+; Z2r 00. 278. 1. 279. 2HR. 


e 1 Ver : _d ab 
280. rer à 281. 1. 282. an + 284. Jim AGa=—. 285. 7. 
— 1 


[A 


€ 
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Hi: 2817. QM = Q (4e) , où k& est un coefficient de 
proportionnalité («la loi des intérêts composés »); @; — Qeñt. 
288. |21>—5a)|z1>10; b)|z|>100; c) [2] > 1000. 289. [z—11< 


<+ pour 0<e<1; a) [z—11<0,05; b) [z—1]< 0,005; 
c) |z —1]|<0,0005. 290. [e—21< 226; a) Ô—0,1; b) 6—0,01 ; 


c) Ô—0,001. 291. a) du second ordre, b) du troisième ordre. is 


Pi 
3 1 2 
EE 292. a) 1; fb) 2; c) 3. 293. a) 1; b) —; c) z:d)2;e)3. 
295. Non. 296. 15. 297. —1. 298. —1. 299. 3. 300. a) 1,03 (1,0296) : 
D es c) 3,167 (3,1623). Indication. V10—V/9+1— 


1 +5 ; À) 10,954 (10,954). 301. 1) 0,98 (0,9804) ; 2) 1,03 (1,0309) ; 


3) "#1 (0,00952) ; 4) 3,875 (3,8730) ; 5) 1,12 (4,125) ; 6) 0,72 (0,7480) : 
7) 0,043 (0,04139). 303. a) 2 ; b) 4: c) L: d) =. 307. Indication. 


Siz>0, alors pour |Az|<zr on a [Vz+Az—-Vz|=- 
=|Az//(Vz+Az+ V2) <]Az://Vz. 309. Indication. Utiliser 
l'inégalité |cos(z+ Ar)—cosz|<|Az|. 310. a) 2 EH où k 


est un nombre entier; b) z kr où k% est un nombre entier. 
311. Indication. Utiliser l'inégalité [|z+ Az|—|z|[ < Azl|. 


313. 4—4. 314. f(0)=4. 315. Nen. 316. a) (0)=n; b) f(0)=—; 


c) f(0)—2; d) f(0)}=2; e) f(0)=0; f) Us 317. zx—2 est un 
point de discontinuité de seconde espèce. 3 8. x— —1 est un point 
de discontinuité apparente. 319. z— —2 . un point de disconti- 
nuité de seconde espèce; z—2 est un point de discontinuité appa- 
rente. 320. z—0 est un point de discontinuité de première espèce. 
321. a) z—0 est un point de discontinuité de seconde espèce ; 
b) z=0 est un point de discontinuité apparente. 322. z—0 est un 
point de discontinuité apparente, z—kn (k=— + 1, + 2...) sont des 


points de discontinuité où la fonction devient infinie. 323. z— 
=2nk + + (k=0, +1, +2, ...) sont des points de discontinuité 


infinie. A z—kn (k—0, + 1, + 2, ...) sont des points de discon- 
tinuité infinie. 325. z—0 est un point de discontinuité de première 
espèce. 326. z—1 est un point de discontinuité apparente ; z—41 est 
un point de discontinuité de première espèce. 327. rx — —4 est un 
point de discontinuité de seconde espèce. 328. z—0 est un point de 
discontinuité apparente. 329. z—1 est un point de discontinuité de 
première espèce. 330. z—3 est un point de discontinuité de première 
espèce. 332. z—1 est un point de discontinuité de première espèce. 
333. La fonction est continue. 334. a) z—0 est un point de discon- 
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tinuité de première espèce; b) la fonction est continue; c) z=kx 
(& est un nombre entier) sont des points de discontinuité de pre- 
miére espèce. 335. a) z—#k (k est un nombre entier) sont des points 
de discontinuité de première espèce ; b) z=#4 (k -Æ 0 est un nombre 
entier) sont des points do discontinuité de première espèce. 337. Non, 
puisque la fonction y—E£ (x) est discontinue pour z=—1. 338. 1, 53. 
339. Indication. Montrer que pour x suffisamment grand on 
a P(—zx0) P (x) < 0. 


Chapitre II 


341. a) 3; b) 0,21; c) 2h h?. 342. a) 0,1; b) —3; c) ÿa+h—Ÿ a. 
344. a) 624 ; 1560 ; b) 0,01 ; 100 ; c) —1 ; 0,000011. 345. a) aAz ; a; 


b) 32247 + 3x (Az)? (Az)5 ; 322 3rAz + (Ar)2: c) — rene | 
2rz + Az — s Â À 

— Is Az" A Vz; ————— ; ce) 2x (28% 1); 
72(z + Az) )Vz+Ar—Vz VERT FEVER e) 2*( ) 

2x (2874) z+Az, Az | | 

AE 0 î) In —— ; 7; 1 (1+—) + 346. a) —1; b) 0,1; 
c) —h; 0. 347. 21. 348. 15 cms. 349. 7,5. 350. [ET IE, 
’ __ 1: f(z+Az)—f (2) E A E dp 7. Ag 

351. Î Dei SET TE . 392. a) At b) Fer A1? 

où œ est la valeur de l’angle de rotation à l'instant t. 353. a) T : 

b) Lise lim Ce où T est la température à l'instant £. 


—<, où Q est la quantité de matière à l'instant t. 


355. a) 2; b) im 356. a) Ts —016; b) Lx 
20,238; c) — À Æ — 0,249 ; y°._) = —0,25. 357. sec?z. Solution. 
ne Jim € EE Be Ai Zz cos mCTE) L RS x 
X es LICE PET PR z. 358. a) 37° ; b) À c) ZE: 
d) ee. 359. GS. Solution. f’ (8) < lim PERTE 
WB8+Ar—-ÿ8 8+ Ar —8 


= li = ss 

m0 AE asoazlV @+A2)+V (+ A7) E+ ÿ8] 

= en ————_———, 360. f" (0)——8, f’ (1)—0, 
Ax+0 ŸV(8B+Az® +2Ÿ 8+Az+4 12 0 po 

f" (2)=0. 361. z,—0; z:=3. Indication. L'’équation f’ (rx) = f(x) 

pour la fonction donnée est de la forme 3x? — r3. 362. 30 m/s. 363. 1, 2, 
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364. — 1. 365. l'E= TT. 366. —1,2;tgp=3. Indication. 
Appliquer les résultats ‘de l'exemple 3 et du problème 365. 


V (Aï)° _ Jim 
367. Solution. a) f (0) = 1 ar re re = +; 
D 
; 11Ar—1 5 , (2k+1 
b) f’ (1)= lim VI+Az—1 lim = 00 ; C f: | - a)= 
Ax= Az Ax+0 y (Az) 2 
2k +1 
cos ( x + ac) x 
lim : LE CE 
8x + — 0 Az * Ax=-0 7 
(+ #}= lim TMPEL Ds, 368. 52412742, 360. + 
Ax-»+.0 15° 
+2r— 2x8. 370. 2ar +b. 371. =. 372. matm-1+b(m+n)tmtn-1, 
1 3 5 


s -3 5 
973. 002 gga TV 975. 22 3 _ 512 31-4376. La, 


VS Nr 


2 8 
Indication. js hs PEER ES Gi 
319. nn 380. En 381. FAT 
382. 5cosz—3sinz. 383. —Ÿ—. 384. ST 385. sin £. 
386. y’ —0. 387. CtRr — ——. 388. pure 
389. z arctg r. 390. r6ex (r +7). 391. re*. 392. = . 393. = 2 


394. eX(cosz—sinzr). 395. z°ex. 396. ex Due =) : 
— Ze 


z(2Inx—i) : LE 2 21nz 
397. ms 398. 37° In z. 399. re TS . 400. zin 100 


= 401. shz+zchz. 402. Dh sh 403. —th°z. 


ch?z 
—3(zinr+shzchz) 405. — 21° 


404. ZIn?z. sh2 z 1— : 406. JA + 
mes DCE 
+—— arcsin z. 407. z—V#—1Archz : ue 408. rue 
V1+z2 ; 22 |/z°—1 (1— 7°) 
410. Z +) A1. 20h + 1827. 412. 167 (3 + 27%), 
31 ne bz° ET ma 
SE GS 2 HG a 4 
CD Vis Vois V =! 
gag, TZ EUR Z gg, 1 pop, 2-15 co zsinz. 


cos? x 2sin?z V/ctgzr 
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— 16 cos 2t 


421. sua + Indication. z = sin ®{ + cos”? 4, 
: Æ ; 
492. sinz … | ne 494. 3cosz+2sinz | 
(1—3 cos z) __. costz 2 V/15 sin z—10 cos z 
TT 
3ÿ sinz cos” z 2 V1 — z3 V1 + arcsinz 
297 1 ____ S8(arcsinz) : —1 


2(1+z2) V'arctg z VA 7 (+) (arctg x}? © 

ex Lzrex +1 2e*—2*]n2 Sintz 

mme + 48. — —— , 432. (2r—5 

2 Vre*+z 3Ÿ (2e —2* +1} F LA sn LA 

X COS (25— 5x4 1)—— ©, 433. —_o sin (az-+f). 434. sin (2+-v). 
z° cost + 


429. 


COS z — 1 


435. 2 . 437. xcos 2r* sin 3z°. 438. Solu- 


sin — 

a 
tion UE ES 439. =? 440. — 1 
" VA1— (2 VAS 2zVn 1 2Vr-r° 
442. _ 443. —10re 7%, 444 —92257*% ]n5. 


4 nr a 
141. Er È RÉ 


445. 240% (14 x In 10). 446. sin 21-+ 244 cos 21 In 2. 447. = . 
— ex 
2 — 2z 2nzx | 

241 449. ctgrilge. 450. 43: 451. los 


(ex +5 cos x) V1—z7?—4 4 
me 453. PT Re + 
(e* +5 sin z— 4arcsin r) V1—7? (1 + Infz)z 


1 1 4 
—_ 2——— , 054. ————2 + ——©—— 1. 55. Solution. 
adarcgz + 2 Vimeii 2(Vzta) en 


y’ =(sin 5x)’ cos? — + sin 5x (cost +) = 3 sin? 5x cos 5x 5 cos? + 


448. 


452. 


+ 


3 & (sin 2) - {n° 2 Z 2 din 
+ sin$ 5x 2 cos q sin --] = 15 sin° 5x cos 5x cos 7 — 3 Sin X 
LT 4z +3 zx? + 4r —6 z? 
X 57 COS -- Sin +. barre: Dep à 458. (22) * 
459 z—1i | z? 


ET 460. 2 461. Te) ummmmmm——— © 
22 Va2ri—2: +1 VU +2) VA+2) 


(+Vz:) 5 1 
462. —_ "ep" © 463. 5 1 zS 2 e 464. LS = mme © 
Æ Mie Va—1PG+2 
2abmnzn”1 (a Hbzxn)m-1 z$— 1 
465. 4x$ (a — 2x) (a — 5x). 466. 7 (a—brn)mil 467. +2)" 
468. a—3z D 469. 3z° + 2(a + b<+ c)xr + ab + be + ac 
2Va—z 2VG+dt+)eto 
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L971/n = 
470 1+2Vy 71. 2(7+4) PH 2. 472. IS 


Pons © 4 . pm à 
6 VI (+ Vu) V'Gay—y?} 


473. EE e 474. sin3 x cos° EE: 475. = à 476. 10 tg 57 sec* 5z. 
477. x cos z°. 478. 31? sin 243. 479. 3 cos x cos 2z. 480. tgi x. 481. es : 
482 (a==8) sin 2x 483. 0. 484 À arcsinz(2arccosr—arcsin x) 
“2 VERRE : 2 V1 _. g 
ei __—— s | — 1° 
485. ——— 486. " : 0 + 4 e Ne 
He 1+ 7° (1—:2)/2 
488. —— . 489. = 490. 2 Va — 2, 49. —— — , 
V'a—bz? a+z - V V/2z— 73 
3 - 1 
492. arcsin Ze 49. —— , 194, ——,. 
# V 1 —25z7° arcsin 5x z JV 1—Iniz 
sin œ . 496. 1 £ Z sin° x 
495. 1—2z cos a+x? 5+4 sinz nie b—z" 198. 1+cos2z 


499. _ V/22%. 500. sin 27 650% 501. 2m2p(2mamx+ b}P-lamx In a. 
502. e%t(aœcosfr—Bsinfe) 503 eZ*sinfr. 504 e-Xcos 3x. 
505. zn-la-*(n—2zlna). 506. —Zutgz (1 + V/coszina). 


1 
3ctg—In3 _ 
507. — ©. 508. —E ÈS , 500. ne ME 
(zsin —) ax” + z+c a+ zx" 11/2 
sit. — 1%, 512 2, 543. — te Su nn, 
V2ar tr zinz z—z—2 
: é .: 3z2— 167 +19 
Ro D. y—5ln(z—2)—3ln(r+1). 515. e-DE-2DE-3" 
 — 2 02 EE 
HG. 5. 517. Wz—a, 518. SRG 25 
2 
519. EM GET 520, 521. METE 52, VS sininz. 
az +b V/z+ a 
È | VA+zt - z+i 3 
523. Sin x’ 524. Peer 525. 2—1" 526. EZzer- à 
sinax 
K [227650 37 ]n 24 2 (1— arccos 3z)]. 527. (st En 34 + x 
a cos az cos bz -+- b sin ax sin br 1 1 
e cos? br ne 1+2sinz Dee z({+iln2z) 
530. 1 In x 1 1 


PE 9 es à Es + ——— 531. rie se © - + 
V1—z? arcsin z - jé V1—In°z z (1+ In?) 
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x 2 z2— 3x 1 
=. 533 ———,.  ——. 59. ——— . 
+ z3 —2 cosz Vsinz 21 1+ 28 


536. Ta 537. 6sh?2r.ch27. 538 e%*(achfir+Bsh Br). 
e 
539. Gth?2r(4 —th°2r). 540. 2cth2r. 541. _ 
; : V/aï + zt 
1 _ 
e z Viniz—i . 543. "cos 2z . 544. sin z . 545. 4-2 . 


546. x Arthz. 547. x Arshz. 548. a) y'—1 pour z>0; y——1 
pour r<0; y’(0) n'existe pas; b) y’—[|2z[. 549. =. 


—1 pour r<O, 


\ V3 
es pour z 50 52 -++ . 553. 6x. 


550. f’(x) = { 
554. a) fLO=—1, 0 —1; b) O=É, fO=—; 


c) f2(0)=1, f; (0) =—0; d) f! (0) =; (0) —0 ; e) f2 (0) et f+ (0) n'exis- 
tent pas. 555. 1 


. Solution. 


On a y’—=e-x(1— zx). Puisque ex=À, alors y” — TL ({—2) ou 


zy" = y (1— 2). 566. (1422) ee) Mr re (1422). 
567. — (+2) (6z°+19z + 20) 


GERS, | A AGERU TE) 1) — 2 | 
3z° +5 z? (z— z z +1) 

Fe 300 V 21, 6016-26-39 Ve-De-n 
gg, — "TE 572 :+ (14 In). 578. st x 


3 (z—1) /2(2+2)°/5 (2+3)°/: 


X({+21nz). 574 Yz 
976. ZzXXIrx (£+in z—+Iln: z) . 577. 7 (= + cr la z) 


4—]Inz 


 — (1+5 nc). 


578. (cos zysn *(coszincosz—sinztgz). 579. (142) Cr (1) + 
1 X z ? 
+ | 580. (arctg x) [in arctgz + | 581. a) z,— 


| _ | , __ 10 ds 
“sas D gs 9 ne. 2 LÉ 
1 2 (2—18 Li 1 
t— — 2t t(2—t5) 2 t+ 
583. 11 "1 2 89. 55: 586. 3/1: TETE 


588. tgr. 589. —. 590. —igs. 591. —tg%. 592 y; — 


__f —1 pour 1 <0, L 
= | our SO 93e —2, 594, tgé. 506. 1. 597. oo, 
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599. Non. 600. Oui, puisque l'égalité est une identité. 601. £. 

2 2 9 
co2. —UE, 603. 2, 60. —2G2+%), os. 7 
y y z® + 2y z 

3 FA 9 
y 2y° : 1— y 10 
090: z° US (z22—y2)+2zy 1+3ry2+4ys ‘10—3 cosy 
y COS? y tm 9 
609. —1. 610. 1 0. 611. z Lau 612. (z+y)°. 
v 
1 1 y , x y Zz+y 
= ———— = ———— ee —— . 0e TT € e TT. € 
Ve y Pi PS 615 re 616 ag 
eur, AHEVETER ge, 2lnu—v y 
CT— y V' zx + y | y In Z—T TI 
9 

622. 45° ; arctg 2 = 63°26’. 623. 45°. 624. arctg — # 36°21". 625. (0 ; 20) ; 
(1: 15); (—2; —12). 626. (1; —3). 627. y—22—7+1. 628. =. 
629. (3: 5%) 631. y—5—0; z+2—0. 632 x—1—0; y—=0. 


. 620. a) 0; b) ri c) 0. 


633. a) y= 2x; y= +3: b) z—2y—1—0; 2z+y—2—=0; C) 6x + 
+2y—n—=0;:2z—6y+3x—=0, d)y=xz—1; y—1—z;e) 2r+y—3—=0; 
z—2y+1—=0 pour le point (1,1); 2z—y+3+0; z+2y—1—0 pour 
le point (—1,1). 634. 7z—10y+6—0, 107+7y—34=0. 635. y=0; 


(x +4) z+(x—4) y V2 636. 5z+6y—13—0, 6r — 5y +21—0. 


637. z+y—2—0. 638. Au point (1, 0);:y—=2z—2;y—= = au point 
3— 2 


(2,0); y——zxz+2; y—r—2 au point (3, 0); y—=2rz—-6; y=—5— - 


639. 4147—13y+12—0; 1Â13z+14y—41—0. 640. Indication. 
L'équation de la tangente est =. Par conséquent, la 
279 2Yo 


tangente coupe l'axe OX au point À (2ro, 0) et l’axe OY au point 
B (0, 2yo). En trouvant le milieu du segment AB, on obtient le 
point (ro, yo). 643. 40°36’. 644. Au point (0, 0) les paraboles sont 


tangentes, au point (1, 1) elles se coupent sous l'angle arctg 7 Z&8"°8. 


— — e — —— 9 —— — 1 et — ° 
647. Se—Sn—2; t=n—2 7/2. 648. ms 652 T-2sins te; 

RE st . | 1 
N=2asin— ; Se — 2a sin? = 8 ; Sh=asint. 653. arctg——. 


654. D +2p. 656. Seménta; Sn=e; t=2na VIA; n= 


ee 


= 4 VA+HA4rE ; tgu—=2x. 656. Ss=a; Sn=— ; t= V'ai+pà; n = 
ù 
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= À Var ph; tgu—= — po. 697. 3 cm/s ; 0; —9 cm/s. 658. 15 cm/s. 


C59. LL m/s. 660. L'équation de la trajectoire est y = x lg « — 


Re 
2v3 COS? 
est Vu3—2vogt sina+gu?; le coefficient angulaire du vecteur 
: Vo Sin &œ — gt 
vitesse est —— 
Up COS Œ 
toire, il faut éliminer le paramètre £ dans le systeme donné. La 
portée est l’abscisse du point À (fig. 17). Les projections de la vitesse 
dy 


sur les axes sont: = et PT La grandeur de la vitesse est 


Sein 9 
x®. La portée cst =. Li grandeur de la vitesse 


. Indication. Pour déterminer la trajec- 


2 2 
y (£) + (+) : le vecteur vitesse est dirigé suivant la tan- 
gente à la trajectoire. 661. Décroît avec une vitesse de 0,4. 
662. 33) 663. La diagonale croît avec une vitesse — 3,8 cm/s, 


l'aire avec une vitesse de 40 cm°/s. 664. L'aire de la surface croît 
avec une vitesse de 0,2x m?/s, le volume avec une vitesse de 0,05x mS/s. 


665. _ cm/s. 666. La masse de la tige entière est 360 g, sa densité 


au point M est 5z g/cm, la densité au point 4 est 0, la densité au 

point A 60 g/cm. 667. 5636 21074. 668. e*° (4z2 + 2). 669. 2 cos 2r. 
EC). a en 

670. CES TR 1. Va . 672 2arctgr+ TE 


673. + rene 4 —ch+. 679. y"—6. 680. f”(3)= 


— 4320. 681. = - 682. yY1— _ 64 sin 2r. 684. 0; 1; 2; 2. 


(z 

685. La vitesse est v —5, 4,997 ; 4,7. L'’accélération est a —0 ; —0,006 ; 
— 0,6. 686. La loi du mouvement du point M { est z— a cos &! ; la vitesse 
à l'instant test — aw sin wf, l'accélération à l'instant £ est: — aw° X 
X cos wt. La vitesse initiale est nulle ; l’accélération initiale est —aw* ; 
la vitesse pour z—0 est —aw ; l'accélération pour z=—0 est nulle. La va- 
leur maximale de la grandeur absolue de la vitesse est aw. La valeur ma- 
ximale de la grandeur absolue de l’accélération est aw°. 687. y(mM=n | an, 


688. a) n ! (1—7)-(n+l, b) Er de) . 689. a) sin(z+n®.) É 
Me 2 _ 
b) 27 cos (2 + n +): c) (—3)ne-3x; d) (—1)n71 LE D : 


(—1}yn+1 n |! 2n | ee LE À 
e) : î) = anti g) 2 tsin | 2 + (1 + |: 


h) (—1)n-1(n—1) lan 
Gz-Fo | 
x [20192820 (me OT (pme; 0 (—2)x 


690. a) z-e* Hne*,;  b) 2n-le-x x 
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x cos (24%) —2nz cos 2 + PIE) - n(in— 1) cos ( r+ M9T =); 
—1)n-1.1.3...(2n —3 —1)m6G(n—4)1! 
* | Re er Cl) + ds À [r— (2h — 1): c) Po LA — 2 pour 
2nr * 
n > 4. 691. gi (0) = (2 —1)! e a) 93; b) SE c) VI R 
693. 2) asinsi” b) ar ù) er d) at Sins t 
2 
694. a) O:2b)£2e3at, 695. a) (1+#)(1+3); b) Pers 
— 2e”t dy ” 3ctgtt 
696. GTS . (Æ )- — 1: 699. ” sint e 
: “{(2sint—cost : 
7100. PU Fe or ss 702. bis 
703. + D, 2e POP), GS LR 
dù FE’ du [f" (x)}9 
bi 2y° +2 dy y . dx 1 
706. NE és PL ; 708. a Up: Pr 
z 
709. 356 710. — 1 711. a) — EL b) — . 712. Ay = 0,009001 ; 


dy —0,009. 713. d(1—z:3%)=1 pour z—1 et ar=— +. 714. dS — 


— 2r-Ar, AS—2r.Ar+(Az)*. 717. Pour x—0. 718. Sue 719. dy = 
— — TL 00436. 720. dy = + 0,00037. 721. dy = À  0,0698. 


72 : 2700 45 
: — m dx z dr : a dx 
22 7 mil 723. ({— zx)? e 724. Va | 725. ‘z+a° 
726. —2re”* dr. 121. Inx dr. 728. —— HA 9) 
1— 2 Sin? p 
x 
et dt __ 107 +8y —ye Var _ y 
730. Ti+et" 732. 7 Has 733. + > LE 7J dx. 
y?—ze LV 
z+y 12 
734.  : 735. 71 27 737. a) 0,485; b) 0,965; c) 1, 2; 


d) —0,045; e) + 0,025 + 0,81. 738. 565 cms. 739. V/5= 2,25; 


VIT R413; VTÜe8,38; V640æ25,3 740. ÿ 102,16; 
7 10% 4,13; y 200% 5,85. 741. a) 5; b) 1,1; c) 0,93; d) 0,9. 


742. 1,0019. 743. 0,57. 74. 2,03. 748. —. 7j9, ET, 
(1—72)73 (1— x2)7/2 
750. (—sinsinz+ LE IL —) (dr). 751. IREÈ (ar 2. 
Ÿ 384 (dr) 


752. —e-x (12— 6746) (dr)3. 753. 75%. 3-2n sin (2:+5 2h 


(2— 2) 
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+7) (dzÿn. 755. e* SG sin(zsinaœ+na)-(dr)}". 757. Non, puisque 


f" (2) n'existe pas. 758. Non. Le point = est un point de dis 
4 

continuité pour la fonction. 762. E—0. 763. (2, 4). 765. a) ET: 

b) = . 768. Ina=(e—t)— à (e—4P + 0 où E—1+ 


. 0O<6<1. 769. sinz=rz—— _ +T sinËy, Où Es — O4, 
0<6<1; dinsms— ST + ST Graine Où Be 0e, 0 COL 


zn-1l 


770. PH et ef, où E=07, 0< 


1 zS z$ 
<6<1. 772. L'erreur est: 8) TE À RETIRE UE 


les deux cas E—06x ; 0<<6<1. 773. L'erreur est ri à F1 


= +. 715. Solution. On a } IE = (+2) (1—<). 


En développant les deux facteurs suivant les puissances de x, on 
1 1 


‘* dans 


TZ 


z 2 4 z 7 2 4 + 
trouve (1+2) nr De (1-+) pi ji 


22 
ee . En multipliant, on a V HE m14E ee Ensuite, 


x 


à a _ . . z à 
on trouve en développant e” suivant les puissances de _ le même 
x 


dés emsi+— + DE - 777. ee 778. o0. 779, 1. 780. 3. 


a 
781. _. 782. 5. 183. co. 184. 0. 785. =. 786. 1. 788. 2. 789. 1. 
790. 0. 791. a. 792. oo pour nr >1; a pour n—1; 0 pour n <1. 


193. 0. 795. +. 796. TE 797. —1. 799. 1. 800. e3. 801. 1. 802. 1. 
803. 1. 804. À. 805. À. 806. À. 807. 1. 808. 1. 840. Indica- 
tion. Calculer lim s , où S— e —sin a) est l'expression 


exacte de l'aire du segment (R est le rayon du cercle correspondant). 
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Chapitre III 


811. (—o, --2) est [croissante ; (— 2, ©) cest décroissante. 
812. (— oo, 2) est décroissante ; (2, ©) est croissante. 813. (— co, co) 
est croissante. 814. (— oo, 0) et (2, co) est croissante, (0, 2) est dé- 
croissante. 815. ( —oo, 2) et (2, co) décroissante. 816. (— co, 1) croît ; 
(1, ©) décroît. 817. (— oo, — 2), (— 2, 8) et (8, co) décroît. 818. (0, 1) 
décroît ; (1, co) croît. 819. (— oo, —1) et (1, ©) croît; (—1, {) 
décroît. 820. (—co, co) croit. 821. (o, +) décroit ; (+, co) 
croît. 822. (—2, 0) croit. 823. (—c, 2) décroît ; (2, æ) croît. 
82%. (—o, a) et (a, oo) décroît. 825. (—c, 0) et (0, 1) décroît ; 
(1, œ) croît. 827. Ymax—-7 Pour z=—-. 828. Il n'y a pas d'’ex- 
trémum. 830. ymin —0 pour z2=0; Yymin=0 pour r— 12; Ymnx = 1296 
pour z=6. 831. ymin = —0,76 pour r £Æ0.23; Ymax —0 pour r=1; 
Ymin Æ—0,05 pour z2& 1,43 Pour r=—2 il n’y a pas d'extrémum. 
832. Il n’y a pas d’extrémum. 833. ymax—= —2 pour r=0; Ymin—=2 


pour z=2. 834. Ymax=-5 pour z—3,2. 835. Ymax = —3 V3 pour 
2 = 2 = 


z=0. 837. Ymax = — V3 pour r=—2 V3; Ymin= V3 pour z = 
—2V3 838 ymin=0 pour z=+1; ÿYmax=i pour r=0. 


839. Ymin= —+ V3 pour z= (6-<) 7; Ymax = V3 pour 
T= (e++ a) (k=0, +1, +2, ...). 840. ymax —9 pour z—12 kx; 
Ymax= 5 cos À pour z—12 (45) X ; Ymin= — 5 cos + 
pour r—12 (x+—+) TH; Ymin—=1i pour z=6(2k+1)rx(k=0, + 1, 
Æ2, ...). 841. Ymin—<0 pour z—0. 842. Ymia= —— pour r=—. 


4 
843. Ymax — e2 


pour 2: Ymin—=0 pour z=1. 844. ymin—=1 
pour z—0. 845. Ymin = —— pour z——1. 846 ymin—0 pour 


“=0 Ymax= + pour z=2. 847. ymin=e pour z=1: 848. Il n'y 


a pas d'extrémum. 849. La plus petite valeur est m— + pour 
z=— —1. La plus grande valeur est M-+ pour x—1. 850. m—0, 
pour z=0 ct x—10; M—5 pour r—5. 851. Re pour z— 
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kr 


2 


C1 


(k=0, +1, +2,...). 852. m—0 


pour x=1, M=—x pour x = —1. 853. m— —1 pour r = —1; A1 --27 
pour z—3. 854. a) m——6 pour x—1; M—266 pour r=—5; 
b) m— —1579 pour r— —10; M—3745 pour r—12. 856. p— —2, 


g—=4. 861. Chaque terme doit être égal à — . 862. Le rectangle 


doit être un carré de côté _ . 863. Isocèle. 864. Le côté de la 
plate-forme adjacent au mur doit être deux fois plus grand que 
l’autre côté. 865. Le côté du carré découpé doit être égal à —e 


866. La hauteur doit être deux fois plus petite que le côté do la 
base. 867. Celui dont la hauteur est égale au diamètre de la base. 


2R 
V3” 


9. 
R V + , où À est le rayon de la sphère donnée. 869. La hauteur 


le rayon de Sa base est 


868. La hauteur du cylindre est 


du cylindre est R V2, où R est le rayon de la sphère. 870. La 


hauteur du cône est LE, où R est le rayon de la sphère. 871. La 


hauteur du cône est LR, où À est le rayon de la sphère. 872. Le 


rayon de la base du cône Lr, où r est le rayon de la base du 


cylindre donné. 873. Celui dont la hauteur est deux fois plus grande 
que le diamètre de la sphère. 874. m—x, c'est-à-dire la section 
e la gouttière est un demi-cercle. 875. L'angle au centre du secteur 


est 2x y À . 876. La hauteur de la partie cylindrique doit être 

nulle, c’est-à-dire le récipient doit avoir la forme d'une demi-sphère. 

877. h=(1/3— 4/32, 878. + T1, 879. Les côtés du rec- 
270  2ÿo 


tangle sont a V2 et b V2, où a et b sont les demi-axes de l'el- 
lipse. 880. Les coordonnées des sommets du rectanglo se trouvant 


2 pa 1 3 
sur la parabole sont (<a, + 2 F) . 881. (== +) : 


882. L'angle est égal au plus grand des nombres arccos _ et 


h VP 
arctg — . 883. AM=Q°————— . 884. —,— 
se VP+Ÿa V2 


_ CE 22 d_, _ 2) -y 2; 2 
. V2 ’ b) ZT — y=d 3 . 886. TZ — q s Pmin = 


VER 
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— V/2aqQ. 887. VMm. Indication. Lors du choc parfaitement 
élastique des deux boules la vitesse acquise par la boule fixe 
de masse m, après avoir été percutée par la boule de masse mr, qui 


° . - JM aU R e 
se déplace à la vitesse v est ————. 888. nr — (si ce 
Mi + Ma r 

nombre n'est pas entier ou n'est pas un diviseur de {#, on prend 
le nombre entier diviseur de N immédiatement voisin de la valeur 
n°r 

N ? 
le sens physique de la solution trouvée est le suivant : la résistance 
intérieure de la batterie doit être autant que possible voisine de la 


trouvée). Puisque la résistance intérieure de la batterie cest 


résistance extérieure. 889. y=—h. 891. (—c, 2) la concavité est 


tournée vers les y négatifs, (2, «) la concavité est tournée vers 
les y positifs; M (2, 12) est un point d’inflexion. 892. (—, ) 
la concavité est tournée vers les y positifs. 893. (—oo, —3) la con- 
cavité est tournée vers les y négatifs, (—3, co) la concavité est 
tournéc vers les y positifs; il n’y a pas de point d'inflexion. 
894. (— oo, —6) et (0, 6) la concavité est tournée vers les y posi- 
tifs, (—6, 0) et (6, co) la concavité est tournée vers les y négatifs; 


les points d’'inflexion sont M; (—6, —+) , 0 (0,0), M2 (6, +) , 


895. La concavité est tournée vers les y positifs sur (—co, — 1/3) 
et (0, V3); la concavité est tournée vers les y négatifs sur 
(— V3, 0) et (V/3, ); les points d’inflexion sont M4, , (+ V/3, 0) 
ct O(0,0). 896. La concavité est tournée vers les y positifs sur 


COTES (4k +3) +): la concavité est tournée vers les y 
négatifs sur (ur+3 +, Gk+5) À) (k=0, +1, +2, ...): les 


points d'’inflexion sont (ex +1 +0) . 897. La concavité est 


tournée vers les y positifs sur (2kx, (24+1)zx), la concavité est 
tournée vers les y négatifs sur ((2k—1) x, 2kx), (k—0, +1, 
+ 2, ...); les abscisses des points d’inflexion sont r—kn. 898. La 
1 


Vs 


o « le point d’in- 


concavité est tournée vers les y négatifs sur (o, } , la conca- 


vité est tournée vers les y positifs sur ( 


1 __3 
Ve : 2e 
vers les y positifs sur (— oo, 0), la concavité est tournée vers les y 
négatifs sur (0, wo); le point d'inflexion est O(0,0). 900. Sur 
(— co, —3) et sur (—1, co) la concavité est tournée vers les y 
positifs, sur (—3, —1) la concavité est tournée vers les y négatifs ; 


| 9 
les points d'inflexion sont Mi (—3 +) ct M, (1, ©). 


1 
va" 


flexion est M | ) - 899. La concavité est tournée 
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nn y—=0. 902. z—1, r—3, y—0. 903. Z=+2, y—=i. 
904. y - 905. y— —zr est une asymptote à gauche, y=z une 
tou a droite. 906. y —1 est une asymptote à gauche, y =! 
une asymptote à droite. 907. z—+1, y=— —zx est une ds a plote 
à gauche, y—zx une asymptote à droite. 908. y — —2 est une asymp- 
tote à gauche, y—2r—2 une asymptote à droite. 909 y— 

910. x—0, y — 1 est .une asymptote à gauche, y—0 une 0 
à droite. 91. z—0, y—1. 912. y—0. 913. z— —1. 914. y—=r—n 
est une asymptote à gauche; y=zxz+x une asympiote à droite. 
915. ya. 916. Ymax =0 pour z—0 ; Ymin = —4 pour z—2; le point 
d'inflexion est Mi(1, —2). 917. à hrs pour z—+ W3; Ymin —0 
pour zx—0; des points d'inflexion sont M:,. (= 1, +) - 
918. Ymax —4 pour r——1Â; Ymin—0 pour z=1; le point d'infle- 
xion est M1 (0, 2). 919. ymax —8 pour z= —2; Ymin —0 pour z—2; 
le point d'inflexion est M (0, 4). 920. Yymin— —1 pour r—=0; 
les points d’inflexion sont Mi,2(+ V5, 0) et M3, 4 (+ 1, -5%) . 
921. Ymax = —2 pour z=0; Ymin = 2 pour z=2; les asymptotes 
sont r—1, y—zr—1. 922. Les points d’inflexion sont M,,:(+1, F2); 
l'asymptote est r—0. 923. Ymax — —4 POUur z= —1; Ymin—4 pour 
z—=1; l’asymptote est r—0. 924. ymin—=3 pour r—1; le point 


d'inflexion est M(—Ÿ 2, 0); l'asymptote est z—0. 925. max = 


pour z—0; les points d’inflexion sont M1, (+1 - : ); l’asymp- 
tote est y—0. 926. Ymax——2 pour r—0; les he sont 
z=+2 et y—0. 927. ymin——1 pour z= —1;: Ymax=1 pour 
z—1, les points d'’inflexion sont O(0, 0} et M.,: (+2 V3, 
V3\.. 
+ +) +: l'asymptote est y—0. 928. ymax — 1 pour z2—4; le point 
d’inflexion est m(5.+); les asymptotes sont z—2 et y—0. 
929. Le point d’inflexion est O(0, 0); les asymptotes sont r—+ 2 
2 
et y—0. 930. ymax — + pour +: les asymptotes sont z—0, 
r=4 et y—0. 931. Ymax — —4 pOur z— —1Â; Ymin—<4 pour z—1; 
les asymptotes sont r —0 et y—3z. 932. Les CxLTEM ILES sont À (0, 2) 


et B(4, 2): Yymax =2 V2 pour r—2. 933 A(—8, —4) et B (8, 4) 
sont les extrémités. Le er d'inflexion est O(0, 0). 934. L'extré- 
mité est A (—3, 0); Ymin = —2 pour z=—2. 935. Les extrémités 


sont À (— V3, 0), O0 (0, 0) et B(V3, 0); Ymax = V2 pour z= —1; 


= | / 9 
le point d'’inflexion cest n | 3+2 1/3, 6 V ue). 


936. Ymax — 1 pour r—0; les points d’inflexion sont M,,:(+1, 0). 
937. Les points d’ inflexion sont M(0,1) et M,(1,0); l'asymptote 
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est y——zx. 938 Ymax —0 pour z——1; Ymin— —1 (pour r= 0). 
F5 Ymax=2 pour z—0; les points d’ inflexion sont Mi,:(Hi, 


2) : l’asymptote est y—0. 90. Yymin — — 4 POUr 2= —4; Ymax —<4 
nu z—4; le point d'inflexion eat sO (0, O) ; isvinptote est y = 0. 


941. Ymin = V 4 pour r—2, Ymn=Ÿ4 pour z—4; Ymax—2 pour 
z—=3. 942 Ymin—2 pour z=0; les asymptotes sont r—+ 2. 


V3 
ÿ2 


z2= V3; Ymax = — ee pour z— — V3; les points d’inflexion sont 


943. Les asymptotes sont r— +2 et y—0. 944. Ymin = pour 


2 


Z= + 1. 945. Ymin — 


Mi (—3, —+) ,» O(0, 0) et M: (3, +) : les asymptotes sont 


3 À 

F3 pour z—6; le point d'inflexion est 
12 : 1 

M (22, =) ; l’asymptote est z—2. 946. max —— pour z=1 : 


Ÿ 100 


le point d’inflexion est M (2, +) ; l’asymptote est y—0. 947. Les 


points d’inflexion sont Mi (- 3a, =.) et M: (—2, — : 
l'asymptote est y—0. 948. ymax—e? pour r—4; les points d'in- 
flexion sont Mi,s EE, 1) : l'asymptote est y — 0. 
949. Ymax — 2 pour 2 — 0; Îles points d'inflexion sont 
Mis (41, +). 950. Ymax —1 pour r=—+ 1; Ymin—0 pour z—0. 


951. Ymax—0,74 pour z—e+7,39; le point d'inflexion est 
M (e°/3 = 14, 39 ; MONS les asymptotes sont z —0 et y = 0. 


952. Ymin = — _ pour z=— 7: le point d'inflexion est 


a 3a3 ; : 
M (> —<+.) + 953. Ymin —e pour z=e; le point d'’inflexion 
est M 2, +) ; l’asymptote est z=1; y—0 pour z—+0. 
954. Ymax = + © & 0,54 pour = +1 & —0,86; Ymin—0 pour 


z—0; le point d’inflexion est (51-063, + +03) ; 


y —+ O pour z > —1—+0 (point extrême limite). 955. | Ymin = 1 pour 


z—+ V2; les points d'infexion sont Mi,2(-+ 1,89; 1,33); les 
asymptotes sont z—+1. 956. L'’asymptote est y— 0. 957. Les 
asymptotes sont y—0 (pour x —» + oo) ct y—= —zx (pour x —-> — 0). 
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958. Les asymptotes sont = +; z—0; y—1; la fonction 


L 


n'est pas définie sur le segment [+ . 0 |. 959. La fonction est 
périodique de période 21. Ymin=—V2 pour = nr: 
Ymax= V2 pour 2=7 + 24 (k=0, +1, Æ2, ...); les points 


d'inflexion sont M} (Ex+ur, 0) . 960. La fonction est périodi- 


que de période 2x. min = — + V3 pour + H+2KR; Ymax = 
+ V3 pour 2=— +2kn (k=0, +1, +2 ...); les points d'’in- 


flexion sont My (kx, 0) et Ny (arccos (-—) + 2k7 ; VS) : 

961. La fonction est rériodique de période 2x. Sur le segment 
1 4 

[— x, x] Ymax=-7 POUT 2=+-; Ymin = — 2 pour z=+x; 


Ymin =0 pour z—0; les points d'inflexion sont M1,4(+ 0,57, 0,13) 
et Ms, a(+ 2,20, 0,95). 962. La fonction est périodique impaire 
de période 2x. Sur le segment [0, 2x] ymax—1 Pour r=0: Ymin = 


—=0,71 pour 2=+ ; Ymax—1 pour 2= +; Ymin= —1 pour 
Z=X; Ymax = — 0,71 pour = Un; Ymin = — 1 pour = nr: 


max =1 pour xr—2x; les points d’inflexion sont 4f; (0,36, 0,86) ; 
Me Q.21, 0,86) ;: M (2,38, 0); Af,(3,51, —0,86) : Ms (4,35, — 0,86) ; 
M6 (5, 50, 0). 963. La fonction est périodique de période 2x. Yan = 


VI 


pour LE Ymax = — pour x — À x +2kn 


L +1, +2,...); les asymptotes sont ton 964. La 


fonction est périodique de période x; les points d'inflexion sont 
MR (5 +ex, V2) (k=0, +1, +2, ...); les asymptotes sont 
z=< n—+kn. 965. La fonction est périodique paire de période 2x. 
Sur le segment [0, 7%] Ymax — Fur] pour r= arccos Ymax =0 
pour z=—X; Ymin — ss pour z—arccos (--x) 5 Ymin =0 
pour zx—0; les points d’inflexion sont W:; (=; 0) : 
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. Vi 4VT\  , V2. 4V7 
Ma (arcsin 3? ——) ° Ma (x—arcsin 3 — 97 ) - 
966. La fonction est périodique paire de période 2x. Sur le segment 


[0, x] =1 pour z=0; y SE pour z—arccos (-—) : 
» NH] Ymax —} PO » max 3 VE 7 : 
2 


1 
L = ———— pour z—arcCcOoS ——— ; Ymin=—1 pour z=—x; les 
Yrain 3 V6 po 7/6 min 


points d'inflexion sont M; (+ ; 0) 5 Ma (arccos AE 


13 43 4 43 
XV +5)" Marcos (—-/ 4), -5 7 +). 967 Le 


fonction est impaire. Les points d'inflexion sont M,(kx, kx) 

(k=0, +1, +2,...). 968. La fonction est paire. Les extrémités 

sont A1,2(+ 2,83, —1,97). Yymax—=1,97 pour z=—0 (point de re- 

broussement) ; les points d’inflexion sont My,2(+ 1,54, —0,34). 

969. La fonction est impaire. Les points limites du graphique sont 

(—1, —o) et (1, oo). Le point d’'inflexion est © (0, 0); les 
x 


asymptotes sont z=— + 1. 970. La fonction est impaire. Ymax= 5 — 


—1+2kx pour = +; Ynin= + * +1 +2kx pour z — 


=+ x—+kn; les points d’inflexion sont M, —(4x ; 2kx) ; les asymp- 


2k+1 


totes sont z— g mn (k=—0, +1, +2, ...). 971. La fonction est 


paire. Ymin—0 pour z—=0; les asymptotes sont y= + z—1 


(pour z—>—oco) et y=z—i (pour z—>—+ 00). 972. Ymin —0 pour 
z—=0 (point anguleux) ; l’asymptote est y—1. 973. Ymm=1+ + 


pour z—1; Ymax= 1 pour z——1; Île point d’inflexion est 
(0, x) (centre de symétrie); les asymptotes sont y—z-+2x (asymp 
tote à gauche) et y—z (asymptote à droite). 974. La fonction est 
impaire. Ymin—1,285 pour z—1Â1; Ymax—1,856 pour z——1; le 


point d'’inflexion est W (o, +) : les asymptotes sont y= + x 


(pour z——co) et y=— (pour z—>—+ oo). 975. Les asymptotes 


sont z—0 et y—z—In2. 976. Yymin—1,32 pour z=+1; l'asymp- 
tote est z—0. 977. La fonction est périodique de période 2x. 


| 3 
Ymin= pour = +2; Ymax=e pour = + 2kn (k=0, 
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+1, +2,...); les points d’inflexion sont M} (arcsin Ve 
V5-1 V5 : V5-+1 
LIkr:e 2 } et Na (—arcsin + (2441) 2; e 2 ): 
978. Les extrémités sont À (0, 1) et B(1, 4,81). Le point d'’inflexion 
est M (0,28. 1,74). 979. [Les points d'inflexion sont M (0,5, 1,59) ; 
les asymptotes sont y—0,21 (pour r—>—o) et y— — 4,81 (pour 
z——+oo). 980. Le domaine de. définition de la fonction est l’en- 


semble des intervalles ouverts (2kx. 2kxtn), où k—0, +1, 
+ 2,...). La fonction est périodique de période 27%. ymax —0 pour 


2= + 24x (k=0, +1, +2,...); les asymptotes sont r—krx. 
981. Le domaine de définition est l’ensemble des intervalles ouverts 


((2——) x, (2k+1) x) , où k est un nombre entier. La fonction 
est périodique de période 2x. Les points d'inflexion sont M}, (2kx, 0) 


(k—0, +1, +2, ...); les asymptotes sont = + +2. 982. Le 


domaine d'existence est z > 0; la fonction est monotone croissante : 
l’asymptote est z—0. 983. Le domaine d'existence est | r—2kx | < 


us (k=0, +1, +2, ...). La fonction est périodique de période 

2%. Ymin—=1 pour z—2kx (k—0, +1, +2,...); les asymptotes 

sont z= +. 984. L'asymptote est y—1,57, y ——1,57 pour 

z—0 (point extrême limite). 985. Les points extrêmes sont 
{ 

Ay,2 (+ 1,31, 1,57); Ymin —0 pour z—0. 986. ymin — (=) ‘ & 0,69 


pour 2= 2 + 0,37; y—1 pour r— 10. 987. Le point extrême 


_ 


limite est A(40, 0); Yymax=e &1.44 pour r=e+ 2,72 ; l'asymp- 
tote est y—1; les points d'inflexion sont M, (0,58, 0,12) e 


M: (4.35, 1,40). 988. zmin — —1 pour t—1 (y—3), Ymin = —1 pou 
t——1 (z—3). 989. Pour tracer le graphique, il suffit de faire 
varier & de O à 23%. Zzmin——a pour t—3xt (y —0); zmax—a pour 


t—0 (y—0); Ymin——a (point de rebroussement) pour = 


(x —=0); Ymax—= +a (point de rebroussement) pour = + ( = 0); 


les points d’inflexion correspondent aux valeurs =, Fe. #, 
1 


71 


(aspire vs +) 
ANT oyr PT a) e 
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(y = —e); max = pour {=1 (r—e); les points d'inflexion cur- 


2 


respondent à 4—— V2, c'est-à-dire = Æ 1/2 3) et t— 
V2 


= LA 75 


e 
et y—0. 991. zmin—1 et YmiIn—1 pour t—0 (point de rebrousse- 
ment); l’asymptote est y—2r pour t—+—+00. 992. Ymin—0 pour 


Æ = 2 
= Ÿ/2, c'est-à-dire [V2 eV2, v? |: les asymptotes sont z=—0 


t—0. 993. ds=- dr, cos a =? : sina———, 994. ni . 
y a a a 


'É FA nt 2 
| a— 1? L V'aî— c2r3 | ° Va cr ” 
& ——— 1 y 
où c— Vaï—bi. 995. ds=— V/p? FE y dr : cos œ — : 
y Vri+i 
3 3 
Sin Œ = — 996. ds— V © dr: cos a — = ; 
Vri+vi | S a 
3 (] 
sin &@ = — V E 5 997. ds= ch dr; cos a = 1 . sina=th=. 
a a z a 
ch— 
a 
998. ds = 2a sin dt ; cos a = sin — ; sin a = c05 +. 999. ds = 3a X 
X sintcostdt; cos æ— —cost; sinæ—sint. 1000. dd —a/1+œ°dy; 
1 a —— 1 
COS B — ——— . 1001. ds=— V1+4 4; cos B — ER 
1+ w V1+ 
1002. ds = —"— dy; sin B= cos & . 1003. ds—a cos + dy; 
3 P 2 2 
cos3 — 
2 
. p ENTER CT) . 1 
sin p— cos —— 1004. ds—r 1+ (Ina) d ». SIDE ——————— 
Ê ; . dé Ze TT: 
a | . 1 
1005. ds= — dp; sin Bf—cos2p. 1006. AK —36. 1007. XÀ — 3 V5 é 
a b 6 3 
1008. X ——, K = « 1009. K — ——— . 1010. X — — 
À EE B7 a? 13 V13 a V2 
9 9 In 2 
aux deux sommets. 1011. F. 3) et (=. —3) . 1012. (—<: 
V2 (1+ 974)": (b4z? + a4y2)°/2 
PL DV Sn RL RER k RP PP RS 
1015. =] CE . 1016. R=— Zasinz|. 1017. R=—|at|. 
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du — 4 
1018. R=lIrVi+rÆl. 1019. R=|+ acos |. 1020. Rmin=|P|: 


2 
2 
1022. (2; 2). 1023. (-5e; Ta) . 1024. œ—3+ (17) = 
=. 1025. (24224 (u—3/—8. 1026. pY?=(X—p}  (para- 


bole semi-cubique). 1027. (aX)”/2--(bY)"/2= 0/3, où c2= a2 — b2. 


Chapitre IV 


Pour abréger, nous omettrons la constante arbitraire additive C 
dans les réponses de ce chapitre. : 
1031. La. 1032. 25447837. 1033. À CE GHÔIS Grue, 


ñn— 1 


abz° 


2 
RS ue 
ges +ga 2 ——. 1039. ex. 1040. 


EE Ve _ 63 TT 21m /z 4zmin|/z  2r2n V/z 


13 7 ° ns Me due | 
1042. 2a V/ar— das +47 Var—224 1043. te 
VE V7 7 
1 Zz— z— V/10 10 
1044. In — |. 1045. In(z+ V4 +72). 1046. arcsin , 
2V10 |r+V10 | PVR) TE 


1047. arcsin 7 (z4 VE). 1048*%.a)tgr—-z:.Indication. 


Poser tg® z—sec® r—1; b) z—thzr. Indication. Poser th?zr— 


=1——— : + 1049. a) —ctgr—zx; b) r—cthz. 1050. ROUE 1051 
ch?z In In3+1° L 
aln|——|. Solution. [= dr —a a [EE _ —aln|a— 
G—Z : 

nuire - 1052. z+Iin{2z+1]. Solution. Après 
avoir divisé le numérateur par le dénominateur, on a ee =1+ 

2 : 2r +3 d(2z+1) 

Fort DO Jarre] et] :+| Ein ” 
=z+In|2r+1|. 1053. —$z+Tinl3+2 . 1054. TE sa X 


« 


XIn|a+br|]. 1055. +R in part pl. 1056. +z+ 


2 
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2 3 
+2In|rz—1 J. 10957. + +2r+In|z+31. 1058. L ++ 2° + 2x -+ 


2 
+31n|z—1{[. 1059. ax + 2ab In]z—a |. 1060. In|z+11|+ 


1 : ; zdr  _f (c+i)—1 , 
LT Indication. = 

dx dz ——— 2 =———— 
= | | pe 106. ne 1062. — 2 (Eh. 


x dr d (x° +1) 
Var 3 Va 
064. 2 Vz+ _—. 1065. orctes / À. 1066. a 

V15 9 4 V14 

z V7— Dee 106: 1 NAZEZ Lz Va—b a 

z V7+2 V2 ° Ve Va+b—rVa—b : 


1068. z— 1/2 arctg 7 1069. —(S+S inter) . 1070. z— 


1063. V/z2+1. Solution. Et z5+ 1. 


X In 


— Zi (2244) +arctg = . 1071. Vs In(2V2r+7V7+8r). 

z zV3—-V2 

1072. Ve arcsin EE 7 : . 1073. 3 Lin ES 2 2V3+ V2 . 

1074 arctg = se In (5r%+7). 1075. — d/551 — X 
7= TS E VE 


het da ho à 1076. LA ue ul dr 1077. 
Liniz—5|. 1078. Lin (22243). 1079. Zn (a®r2 + b? + arte. 


1080. Laresin &. 1081. ris 1082. Lintæ#+ V z8—1 |. 


a? 3 
Le) 
(arc 8) 


FA 
PACE . 1086. 2VIn (z+ V1+:z72). 1087. — Ter, 


2 1 
1083. — V/(arcsin z)3. 1084. . 4085. In (1 + 4z°) — 


1088. sx 1089. elte-t. 14090. Le+27—Le 9. 


1 ax  b* 2 — 2 
ES es Pr: (EE -) 2. 1092. EDP Ar env 1093. 


1 
A . 1094. 7 1095. —e *. 1096. 55. 1097. In x 
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x 4 
XIe*—11]. 1098. — 2 Vide. 1099. À (e° Le 1)° . 1100. 


1 Â 9x 
= 9 j A Er: Dre na 
3m /" (2:43). Indication. +3 3 à: F5): 


1 1 1 ne bx 
1101. Ma +rcte (ax). 1102. —, In TE . 1104. 
1 : É 
Pass D sin —=— — — os 2 : 
F °0S (a+ br). 1105. V/2sin 73 1106. z 5 C0S 247. 1107. 2 sin X 


X V3. 1108. —In10-cos(lgz). 1109. SE. Indication. 


Cd 


1 
Poser sin r=-(1—cos 2r). 1110. SH. Indication. Voir 
pour indication probleme 1109. 1111. L tg (ar +b). 1112. TE 
1 OZ, A az—+b 
1113. aln .shlte (+5)! 1115. Lin nee 


1 1 1 
1146. —tg(s?). 1117. cos (1—2?). 1118. z 5 ctgz V2 


-V2ln 


(a—b)in 


tg —— al 1119. —In]|cosz[. 1120. In|sinz[|. 1121. 


sin= 


sin + |. 1123. —21n|cos V/z |. 


si Le 6x 


|. 1122. 5in 


— d 
1124. À In sin (22+1)|. 1125. In|tgz|. 1126. F sine. 1127. 


1128. — 1129. — + In (3+ cos 87). 1130. + V cos 2z. 


4a sin? az 
tes x. 


| to 


9 | 
1131. —=V/(+3costr}. 1132. Ste. 1133. 


on _ A A 1 
1134. — CEE, 1135. 3 (est). 1136. = (in 


+ 2 sin az ). 1137, LIn|b—actg 3 | 1138. À ch 57— © sh oz. 1139. 


sSl+ 


9 


247 sh2r. 1140. Inlthæ|. 1141. 2arctgex. 1142. Inlthz|. 


1143. Inch x. 1144. In]|shz|. 1145. BYE — 12)6. 1146. Lin] 


arctg . 1148 Lex 1140. 


dE 2 
. 3 
in GV3EV2F372). 1150. NS 


—4z+1l. 1147. 


1 
> arctg | (:y/ à 5) 
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x? 2 
RS +11. 1151 ———. 1152. : |- . 53. 
Tir In|z+-1|. 1151 = 1152. Inlr}-cosx|. 1153 
I e I ré Î Lt : 
3 (inlsec ae Higar +) : 1154. re 1155. In |tgz+ 
=: Â asin x 
Ë Tr— 56. V2arc D (  — 
Ve z—21. 1156. V2arctg (z V2) een NT 


AE 
1158. PERS. 1159. L aresin (z?). 1160. Ligar—r. 1161. À — 


sin z . tgz z x 3 
5 —* 1162. arcsin —— . 1163. a ln |tg (5++) |. 1164. ZX 


XV ({—+inz}i 1165. —2In|cos Vzr—1|. 1166. Lin 


2 


1167. ares MOCHE 4 arctg z. 1168. —In|sin z+cosr|. 


—22— Vic. 1170. a 2 V2? 


#7v2 Vi Vi evil 


1171. In|z[|+2arctg x. 1172. e° In 1473. ansinÉ 3/7 3z2. 


1169. V/2 In 


>: 
1174. z— In (16%). 1175. arctgz]/ 7. 1476. In (e*+ 


= — 
Va—b? 


9 
LV). 1177. Linltgaz|. 1178. —-T_ cos (+0) : 


27 
z\2 
1 2+Inz (arccos 2) -tgx 
1179. Zin Ge PE 1180. DRE HE 1181. —e : 
1182. 2 arcsin (+) . 1183. —2 ctg 27. 1184. RAR —V1Zz. 
2 V2 
——— 1 
1185. In (sec x sec®z—+1). 1186. =1n| = | .1187. 
+V a TE JE-erres 
1 tgr À ’ dz - dz . 
aus (95) tnaication. | - | rs 
dr 
cos? r 2 a ———— 4 
Li same èe ‘7. + 2)3, ee. ns 3 e 
| pres M8. 3 VinG+ VTT. 1189. + sh (2943) 
4 1 V2 : 
ms 3thx, ner: V2 7 pourz> V2;b) —In(1+e-*); 


0) SGD: d) — VE 2Vr+1;e) In(sinz+-V/1-+sin?r). 


Pre 5(2z+5)11 VS zx = 
92, + [EE a 1193. 2 ( 5 +2Vr— 


—21n|14V/21) : 1194. In ner 1195. 2 arctg Ve — 1. 


V2ar+i+1 


. 3 ‘ 
1196. In z—In21n {ln z+21n2/. 1197, CSD À 4198, À (—2) x 


XVe +1. 1199. À (cost z—5) V cos x. 1200. In 


b 
Indication. Poser +. 1201. + VT-A+S arcsin zx. 
1202. VIA < 2—2x?. 1203. V/r°—a—a arccos — . 
1204. arccos À si r > 0 et arccos (—<) siz<0%.[Indication. 
Poser 2=— | 1205. V/72-F1—In UE . 1206. ee — 


Remarque. On peut prendre le changement de variable = 


à la place d'une substitution trigonométrique. 1207. SVi=a+ 


» 2 
++ arcsin z. 1208. 2arcsin V/z. 1210. . V/z2— a ++ In |z + 


+ V/z2—ai|. 1211. zlnz—z. 1212. rarctg in ({+z?). 1213. 


zsin3xz , cos 3x 
3 + 9 


1218. © ST À (972— 674.2). Solution. 


z arcsin z+ Wi—z?. 1214. sinz—zcosz. 1215. 


2. zin2+1 
1216. — — ZX In2 


Utiliser ja méthode des coefficients és à la place de plu- 
sieurs intégrations par parties 


| x?e3x dr — (Ar? + Br + C) ex 


ou, après dérivation, 
x2e3x — (Az? + Br + C) 3e3x + (217 + B) esx. 


En simplifiant par e3* et en identifiant les coefficients des mêmes 
puissances de x, on trouve 


1—34, 0—3B+24, 0—3,+B, 


1 = 2. c==. 


d'où AZ; ÿ ? 7° Dans le cas général | P, (x) eax dr — 


*) Dans la suite, dans les cas analogues, on se bornera parfois 
à donner une réponse valable seulement pour une partie du domaine 
d'existence de la fonction à intégrer. 
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— Qh(z)edx, où Ph (zx) est un polynôme donné de degré r et Q, (x 
un polynôme de degré n à coefficients indéterminés. 
TL 

1219.—e* (224.5). Indication. Voir problème 1218*. 1220. ou. d 4 
X (23 + Jr + S4s +162 2). Indication. Voir PO 1218. 
1221. IDR LÉ. 1222. HIT n2z ETS se 
Indication. On recommande aussi d'appliquer la ne des 
cocfficients indéterminés sous la forme 


| Ph (x) cos Br dr = Q, (x) cos fr + Ra (x) sin Br, 


où P, (x) est un ap ere donné de degré n, Q, (zx) et R, (x) des po- 
lynômes de degré n fficients indéterminés (voir problème 1218*). 


x zS Inz 
mas mn) 2 — — nn 
1223. 3 In x TR 1224. zin?r—2zrinz+t2r. 1225. DE Zu 
>: =: 2 x? 
1226. 2V/zinr—4 V/z. 1227. = Harctgr + . 1228. < arcsin z— 


+ arcsin 2+T VA—z. 1229. zin(z+ Vi+z)—V1-+7t. 


1230. —zrctgr+in[sinr]. 123. —-7 te + |. 1232 


sin TZ 


+iIn 


Es — COS x) 3x (sin cos z In 3) ecx (asin bz—b cos br) 
2 Fe pEda a+ 62 
_ 2x2 
1235. = [sin (in x) — cos (In x)]. 1236. —< — (2 + 1). 
= 23 

1237. 2e V*(V/I—1). 1238. (Stains T+r — 3 = 

z2—14, 1—7 Inz 2Inzxz 2 

a _ 40. — _ ne en 
1239. In p— — 2. 1240. << .1241.[In (In ) tx 
X In z. 1242. 2 arctg 3r — NS In (9x2 +1). 1243. TE (arctg r)?— 

; 5 Te 


— z arctg 2 In (1—+ 22). 1244. x (arcsin z)?+-2 V/1— x? arcsin z — 2r. 


1245, — ME 4 in ns . 1246. —2VT—z aresin Vr+ 
141-727 

42/3. s2u7, LEE, DIS …. 1248, us (= EE _ 1). 

1249. +R CRITENENS 1250. rpm trs 

Solution. En faisant u—zr et du— Æ EST on a du—dret 

re D [een fe 
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z 1 E Î z z 
DETENTE arctg r+C. 1251. arctg tr) . 
Indication. Utiliser l'identité 1 = ni [(x° +a°)— x]. 1252. 


a 
a 


E A ——— a E TZ : : : ———— 
— Vai—z 4 arcsin —. Solution. Posons u—= Va— x? et 


du—dz; d'où du — — A AE et v—z; on a | V'a— rldr — 


Vas 


ERA — z® d — 2 72) — a? 
=: Va | Ta dou Va-z- | TR à- 


eV [Va sas ter |. Donc, 2[ Varia 
V'a— 7! 


=x Vaï—2+0? arcsin + ë 1253. — VAFa+ + In|z+ 


+VATFÆ|, Indication. Voir problème 1252*, 1254. + X 
x VI=E ++ arcsin + . Indication. Voir sois 1252%. 
1 21 1 z —1 
1255. 5 arct . 1256. — In | — 
s 2  |z+i 7 TÉ 
1258. 5 lin (2277113) pt — . 1259. Sin (2247 +5) + 
V3 V3 L 


5 9 2z+3 
+4 arctg(rz—2). 1260. z—— In (7° +3r+4)+ —_—, 
2 V7 V7 
. 4xz—3 
arcsin 


1 
V2 5 
+R +VE Tr ri| 


1257. 


arc Lo 


arctg ——— 


1261. z+ 31n(z?—6r—+10)+8arctg (z—3). 1262. 


1263. arcsin (2r — 1). 1264. In 


SRE a 9 
1265. 3V/z2—47+5. 1266. —271/1—7—2°- 9 arcsin —= 


LA 
V5 


1 = = — — 
1267. | ( AN Ve re 
VE nfrV 3 HV/5r—2r+ ] : 
1268. 1n | — 1269. —arcsin Es 1270. arcsin X 
Lu 1 — z° z 
1 : z+1 
= (x zx > V2). 1271. —arcsin PET 1272. —5 —— X 
a _—— a Dr — 
Re (c+1+V/r2+2r+5). 1273. — : Vr—z + 
9 ——— 
+ aresin (2x — 1). 1274. EE yr- — T° ++ aresin 2 
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1273. Es In 


4 


z°— 1 


AG ie le pe); 6 È 
V3 V3 

1 a 

+T+VIFE+E) . 1278. —-In|cosz+2+V/cosz-+4cos x +1 |. 


1279. — V1 ne ins Doi os : 1280. a X 
V5 a—b 
nn Iz+b ” - . je. 22 
X In Eerapni 1281. r+3n|r—3|—3n|r—2]. 1282. 15 X 
(x —1)(z+3) (z— 18 (z—4)5 
X In TT G+H . 1283. In TT GEN 1284. Oz + 
1. 4e 
z® (x—4) Ÿ , z { 
+iln TT. 1285 1: +1 z+i 286 RS 
(r—1)° : 
| z16 . z° 11 8 
++ ! (2z—7)7 (2x + 1)9 Se 72  (z—2} z—2 
9 1 8 27 
PS UTR-D 2er 7 We HET 
, 30 z—9 : 1 
+3 In +2 1290. 2 Ir FI 1291. z + 
z 1 z—i 1 Î 
+ In VAri 1292. _. In FENTE ap zx. 1293. 55 *X 
1 
an 143 Sin (zx? + 4x +5) + _. arctg 7” 2). 
| (z +1)° 2r —1 
1294. =! ——_— © + —— arcig ——. 1295. = AN 
LISE * Tyà 
xin- HE V2 LV rue V2. 1906. In = tete F 
Mt 4 14 —7° | CPE RES 
1 z . _ 
EN Z TE 1297. DA tr (i F xt) + D : 1298. 
2 z+2 
rés (z +1). 1299. In | z+i ++ 
2: +1 o 3r—17 
+ ——— arclg =" (z +zr+i). 1300. 2e +5) | 
1 45 — 1 +zr 
= 2 ve r—92 DL, = 
+- 5 In (r®— 47 +5) + 5 arctg (r—2). 1301 GT DR TI) = 


M Er ne 1302. — + arctg z— 


z—1 15x25 40x23 + 33z 
FENTE BA+zp +4 ‘rvlgr 


z—1 uv 
1304. x — rs 2m (zx — 22 +2) +3 arctg (z—1). 1305. DTA 


1303. 


en TT 5! 


31—0361 481 


X(Sin|z3E+8] —In|z +11). 1306. Lin |rt—1 + In|r8+ r4— 


1 224+11— V5 13 3 
—1]— ln |, 1307 —————— + —— 
| 2V5 : A | 2e taz at 
5 z—#4 z3+11 1 1 | 
+2In _ 1308. — 7 21n —S HF -#Ii) 1309. 
ee - In es 1310. In] ei) x7+1l. Indication 
ii. —1 Do ne s 
1 1 
fe 47 a — 5 EE 
Poser 1—(x7 +1) x? 1311. In]zx| 5 In|z6+11|+ ET TETE TES 
1 1 z+1 1 
1312. 3j arctg G+1)—-— arctg 2 . 1313. Hi 
1 1 1 1 1 
need 4 nd PRESSURE ER ASE “Sms 
4(z—13 7(z—1)°° 1314. ET Ha JS — z arctg z. 


—1)3  3(z—1} 3 a 
145. 2V/z—1 LEE + à | . 146.5 [2 V'(az +0 - 
— 5b Ÿ'(az+06)2]. 1317. 2 arctg Vr+1. 1318. 6%/z2—3ÿ/2+2V/z— 


—6in({+$/ x). 1319. + 23 + / + Vrat2Vz— 


2 
—6ÿ/3—3ln|i+}/z|+6Garctgi/z. 1320. In Dern _ 
— 7 are EVER EE 1321. 2 V/z—2 V/2arctg = 


1322. —2arctg Vi—7r. 1323. = * (2—2)+ + Infz+Vz—1|. 


1 oo 2 us 2z Es) 
»/ cr (1 — e 
1324. 3 In 1} +73 —— arctg V3 SA 1e Er z2= —… 


1325. ES 1326. yet + In(2z:—1+2%X 


a 2 4 
X Vz—7F1). 1327. a 7 per 75. 1328. (= 
5 À a 3 1,3 
— 2 ++) Ve -È In (7H VIE 2%). 1329. ( +55) * 
X V/z° = aresin . 1330. VE + arcsin X 


8 z 2(z+1) 
1 2r—1 © , 19 
Xi. 181. — Va-z+1+ in (2r—1+2 Vz—z+1). 


4 41172 NM'ARELSE ZAHI+A 4 sus 


1332. — . 1333. a 
2 Vitre PARTIS 2 


4 82 


xi/ TE. ta CEOVIES, pogs, Lin GT + 


373 10 st! 
PA arctg — , Où 2=]J 1+z8. 1336. re " 
V3 8 2042) 


1 
1337. —2 Ft # 4 4)2 1338. sinr—-3 sin r. 1339. — cos x +- 


2 1 sinÿxz  sin6z | z 
+ gr COSŸz—— Cosiz. 1340. 3 “HS 1341. 7 SOS = 

| z sin® z | 3x 
RER CPE EX 6 ER 9 GE 1 ES CES 

g cos. 1342. D ain 21n|sinz|. 1343. 3 

sin2z , Ssin4z z ns 42 sin4z , Sinÿ2z 


1346. Las 12 sin ne ape Gr. 1347. —ctg r— 


ctgs r 2 Le ctgsz ctgsz 
DEN Eu 1348. nr 3 tg9 > + 5 tg5z. 1349. an: 


tes z LL: 3 
1350. tur+———2ctg2. 1351. 7 (8 a Te 
1 1 z 2 z 
—Atgtz 1352. TZ +2 In En . 1353. 2 [in 2 
MERE | 
z xt = —COST  3cosz 3 z 
+hltg (+7) | Di RD 8 sin? x LR ne |. 
sin 4z 3 sin 4x 1 | 
1899. Tocost4r | 32cos47 | 32 z! g (2:44) | Ts 
Xtgoz—z. 1357. — = —In|sinz|. 1358. + cts z+ctgzr+z. 
AE - z z z zx? 
1 2 ne — 
_— EE . 1361. SE. 1362. —Ÿ Ÿ cost +1 Ÿ cos1i0 r — 


3 — 1 2242/2441 
—- Voosiéz. 1363. 2 Vtgz. 1364 —— 10 
EE V'e 2V2 2—2:V2+1 


1365. cos 8z n cos 2z ; 


1 zV2 . = 
12 arctg 5, Où z= Vtgz. 


16 4 
sin25z , sin5z 3 z 3 
1366. 59 T7 40 1367. + sin +3 sin À. 1368. ZT * 
zx di sin2ar , zcos 2b 1 COS 
X cos 7 — 7 COS. 1309. Za + 5 .… 1370. —— — 


__sin (2œt +) 1371 z , Sinoz , sin 7z 
an à + 


1 
+ ——— 350 — + —— DS: 1372. ;7 cos 6r — 


31% 483 


L_ cos ar cos2r. 1373. À 1 FIRE 1374 1 
— —— COS ALI — — COS 2. —— In | ——— |, 4e — 1n X 
46 8 4 ge +2 | 7 


x| te F++)|: 1375. 2—tg. 1376. —r+tgztsecz. 1377. 


TL 
tg ——59 
2 z 142 5 
In|—{— |. 1378. arctg (i+te +) 1379. sin X 


X|2sinz+3cosz|. Solution. Posons 3sinr+2cosr=ax 
X (2 sin z+-3 cos r)+-B (2 sin z+-3 cos x)’. D'où 2a —3f—3, 3a+2B—2, 
3sinr+2cosz 12 


12 9 
OR Pen OR None Lacs 4 de 
5 (2 sin r+3 cos x)’ __ 12 5 l 
BJ 2anepdeoes M ‘ys NPARSRES NE 


tg x 


1380. —In|cosz—sinz|. 1381. +arctg (“€ ) - Indication. 


2 
Diviser le numérateur et le dénominateur de " fraction par cos° x 


382. ae arctg (Vite) . Indication. Voir problème 1381. 
V55 V5 
1383. 1 nl 2 8243 V3) Location. Voir problème 1381. 
V/43 |2ter+3+7V13 
1384. Fin a | Indication. Voir problème 1381. 1385. 
1 : 1 In V2+sin 2x 
— ——— . 1386. In(1+sin?zr). 1387. 
2 (1— cos x)° GT 2V2 A 2 
TZ 
; 2tg——1 
1 9—sinz 2 2 1 
1388. ue à 1389. VE arctg V3 — 7e X 
X te ge — Indication. Utiliser l'identité 
2V2 
1 1 1 
sin Oesino dans dur re 
8 1—sinz+cos zx 
KX|[————|. Indication. Utiliser l'identité ———— = 
z + sin x — cos x 
2 chÿ TZ _— 
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sh = sh4 z z , Sh4z x | 
-- / né RSS " : RE D 
DT + 1398. TT. 1394. — +. 1305. In|'th Z +. 
1396. — 2 cth 27. 1397. In (chr de z=cthzs UT 4599: 


3 


9 3 th +2 
arctg(thr). 1400. arctg (ou = —= arctg X 


vs / 


X (ex V5)) .. 1401. FE AE EL. Indication. Uti- 
—1 

e *:° e #  —— ai à r/ ) 

liscr l'identité eds — (sh r}-ch zx). 1402. 72 In(V2chr+ 


+Vch 2x). 1403. Ft V/3—2:— 7 +- 2 arcsin = 5 ; x 1404. = X 
x V2Fa+in(s+ VIT). 1405. E VIFS In (2+ 
+V9+Ezx?). 1406. 
_—_— —— 
1407. + V#-i-2n nr” | 1408. Va+i-x 


XIn|2r+1+2 Vz+z]. 1409. 3/6 7 —8In| z—3+ 
LV/2—67—71. 1410. _ (2x + 1) (872 + 8x + 17) Vrtr+1+ 


VERTE + Lin (ei VX). 
Dei 


+ A In (2x + 1 +2 Vrtr+i). 1411. 2 — . 1412. 

z—1 1 z V2 1 
————— . 1413. ——arctg —"——— . 1414. —Inx 
4 Vr—2r +5 V2 $ V1—z7 2V2 


x Vis Vitats V2 | 1415. (282204520564). 


Re > 
1 z x COS 3x 
/ ns LL 2 PRE = 4 LR CR AE 
1416. G (= LE 5 — sin 6x L gr cos Gr ——— sin 6z).. 1417. G + 


Sin3r  rCOSr  sinz e°x 
+ 1 L 5 5 — + 1418. 3 (2—sin2r—cos2r). 1419. 
x /95sin? 4 sin 4 x 
= (ERERRRE _ ARR eo Re) . 1420. À [z (sin z-}- cos x) — 


— sin z]. 1421. + Linfe—1 + in (ex +2). 1422. r—In x 
X(2+-ex +2 Ve Ezrt-1). 1423. _ [ 2 In HE in (1 —- 7?) +2] k 
1424. zin(z+V1+2)-2V1+2n (2 + V1 rt) +27. 1425. 


x? 9 or +6 >> — 
 — — 0) = D07 — 2572 — 
( 5 TT ] arccos (5r — 2) 100 207 — 257? — 3. 
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sinzchzr—coszshz 


2 | si 5 a° [ Fa É 
1 


1 

On —_ s — ER De ta 
H@n—3) In |; Bee (+ arctg LE) = x 

x (31° + 5a° 

2a? (x° + a?)° 

n —1 3z cos z Sinÿ z 3 sin 2x 
ne A ET NT 

cos x siné z 4 8 sin z 


— 77 cos 7 sin? ne 1429. J == tcomtzt 


1426. 1427. 1n= 


3 cos x sinn-1 
Des aretg + | . 41428. I = — + 


n —2 | sin z 
n — À 7  2cosz 


restanle(s+)|l: ne + 


3 COS z 


9 
++ tez. 1430. Jn=—xme-sbnlh; Lio=—e"x(r10 + 1079 + 


+ 10.928+ ...+40.9.8 ... 2z4+10.9 ... 1). 1431. 


arctg X 


1 
V/14 
Ve. : 1432. In Vr?—2rz+2—4arctg(r—1). 1433. 


= 1 1 1 
C= ) +2 in (2+et) + arcte (2241). 1434. F 


z+3 1 1 1 
z+2 | z+2 ne Ne DA 


_#+1 | | z 
el pr). 107. (+ 7 va) 
z+i L 1 z—2 
_ |) . 1439. 6 (z2—z+1ÿ +Rx 
2r—1 2 2r—1 “a z(3+2 V2) 
° 14—2Vz 
1 — 
| UA/ _—— Lu # 
: 3: V= SE : 1442. In (2+ D LV/z Fri) . 1443. 
je 
Vr+i Vär5—2r+1 
—2(/5—2—1%—-4n(1+}/ 557). 1447. In[zt Vz5—1]— 
z 1 1— 7° 1 . æ?+1 


In x 


arctg 


dE 


s 


vai: (2r)5. 1444. — 


L2E+1) { 1 (: 1 |. 


z+4 * 2th4r 4 \z z+4 


X VAS 0124 VF. 1453. (Br 1) VE—4E + 
— 

2r+tit2Vae tri | 
(2242742) Wrt+2r+2 En VERT 


++ arcsin (8r —1). 1454. In 


1455. 3 
RE 2 2— 19 
DRE use. VE VER 
AVi=S z3—1 1 1 
1457. |. 1458. —— In|z—1|+<In(2+z+1) - 
1 2241 . V1+zi _ 
D Re oh ia. 
1460. = EL ME. ct, Infigz|—ctg®r—ctgi ". 
> VERS 5 2 DA 
1462. CIE ——— 5 — 1465. ,-- (cos* z— 6) VATEE 
cos 9x 3 cos 5x 3 9z = 
168 —-iiees — dosmess + 40 [8-2 |- 1465. + 
+HBE, 1466. Esinor. 1467. tes (5++)+21n|c0s - 
A 
4tg——1 
EL 1 2 1 . 2tgz 
— ) |. 1468. ——— arctg ———. 1469 — arct ( —). 
+7) V3" 3 2 A ZT 
1470. arctg(2tgz+1). 1471. Linftyz+see z|— + COSec +. 


9 (“z 2) ; LÉ 3) ne 
1472. arctg arctg — ]. 1473 Inltgrz+ 
V3 V3/ VS V2 
+2+7V1tg z+ätgrz+i|l. 1474. _ In (sinar + Va®+sin? az). 


1 1 z° xsin2z cos 2x 
D. | FPE A mm mr mr 
1475. 3 z tg 3x + 9 In|cos3r[. 1476. z Z a —* 
2x 3 = 
1477. (271). 1478. Le. 1479. In VI—z—Linlr— 
à 3 3 6 
EE. 1480. V/1+zarctgr—In(z+ V1+xt). 
{ 1 . 5x Li + { 
1481. EI sin —— 5 40 M T9 sin EI é 1482. TAEtgz 


sh? z 


1483. In[{—ctgrl—ctgz. 1484. 1485. —2ch V1—7. 
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| z 


2e 4 + 


1 
1486. Es Inch2x. 1487. —zcthzr+In|shz|. 1488. 


{ — a 
+infer—21. 1489. Larctg ET. 1490. Ài/Tr FI 
4 L s 1 11 2x 102x L 

3 (ex -1) 5 1491. x Per : 1492. — 2 ]n 10 (- — 
T 1 —_— Vex+1—1 

—1+ In 10 +750) . 1493. VE HI - 
249 

1494. In[—% | 2rctez gs, À (2 aresin ++ res 

VIH: z & Z 3 

X V#-i) + 1496. < (cos Inxz+sininzr). 1497. + (—22c055:+ 
Sn 2 3. 1 

TE zsin 9x + 37 cos 9x + cos DT sin 5x) ; 1498. 5 X 


X ['(a2—2)arctg Oz+3)+ Lin (22t+6:+59 + | 4499. EX 


X Vz—r+ (7) arcsinV/z. 1500. … 


ss 


Chapitre V 
T2 210 4 
1501. b—a. 1502. vol — 8 —- . 1503. 3. 1504. TER 1505. 156. 


Indication. On paftage le segment de l'axe OX d’extrémités 
z—=1 ct x=—5 en parties, de manière que les points de division for- 
ment une progression géométrique: zp—1, Z1—79q, 72—704?, ... 

.. In = 709. 1506. In . Indication. Voir problème 1505. 


1507. 1—cosz. Indication. Employer la formule sin a+ 


: . 1 œ 1 
+ sin 2& + ... + SINNG = ——— [ cos + — cos (n+3) à | ; 


2 sin + 
5 — = ——— ; 2 = e e ve. 5 ee e 
1508. 1) — mais: 1509. In x. 1510 VA+7s 


cos z 1 1 
2Vz * z 


=nn(n=1,2,3,...). 1514. In2. 1515. — À, 1516. ex —e-x=92 sh z. 


1511. 2re Ÿ — 67%. 1512. 


8 
1517. sin z. 1518. . Solution. La somme = + + “Es 
n —Â 1 [1 2 n—1 à ss 
+ - = (5+ss.+ à | peut être considérée comme 


la. somme intégrale de la fonction f(r}—zsur le segment [0,1] 
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1 

Donc, lim = | zdr=+. 1519. In2. Solution. La somme 
0 C4 
1 


1 1/1 1 1 
RL r( TE 


peut Être considérée comme la somme intégrale de la fonction 


j (x) = 


+ 


1 
AT nIA M n+E2 


— sur le segment [0,1], où les points de division sont de 


. r di ; 
la forme zg=1+—,(k—1,2, n). Donc ae | In 2 
1 7 100 7 16 
5: 521. —. 1522 — 33. 1523. —. 1524. — . 
1520. PRE 1521 3 - 1522. 3 33 1523 A 1524 3 
1525 = 1526 L In - 1527. In ni 1528. 35 e+ 32 In 3. 
JD ia ) ZT 3 N ZA ES S : d K] 15 = 
1529. M 1530. In + . 1531 di 1532. 1— 
1 : Ut, LDEVS 2 x. À 
73: 1533. _ 1534. CE . 1535. 7 in Fm 1536. SR 4% . 


1537. 2. 1538. In2. 1539. 1—cosi. 1540. 0. 1541. ee 
3 9 V3 


1542. arcige— +. 1543. sh1= À (2). 1544. th (In 3) — 


— th (ln D=— + 1545. — + + sh 272. 1546. 2. 1547. Diverge. 


1548. 


= sip<1; diverge sip>1. 1549. Diverge. 1550. = 


1551. Diverge. 1552. 1. 1553. : : si p>i; diverg si p<«<l. 


1554. x. 1555. . 1556. Diverge. 1557. Diverge. 1558. —L . 


x 
V5 


In 2 
1559. Diverge. 1560. —L—, 1561. Diverge. 1562. -L, 1563 
° Ina :  Kk° 8 


» 
1564. Ttrins 1565. TA 1566. Diverge. 1567. Converge. 


1568. Diverge. 1569. Converge. 1570. Converge. 1571. Converge. 
1572. Diverge. Fe Converge. 1574 Indication. Bip, q)= 
1/2 
f(x) dx + f(z)dr, où f(x) — z07 (1 — r)2-l; puisque 
1/2 
Jim f(r)ri-P—1 et lim’({—zr)l-2f(r)—1, les deux intégrales con- 
X— 0 X—r 1 


189 


vergent pour 1—p <1 et 1—q<1, c'est-à-dire pour p >0 ct q > 0. 
| oo 

1575.1ndication.l(p)= | f (2) az+ | f(æ) dr, où f(z)=2P-le-x, 
- 0 1 


La première intégrale converge pour p >0, la seconde pour p arbi- 


E 
2 2 d 
traire. 1576. Non. 1577. 2V2 [VE dt. 1578. = 
V1+sintt 
1 Es 
5 
In3 co 
1579. | dt. 1580. LÉ ae. 158. z—(b—a)t+a. 
In2 


1582. 4—21n3. 1583. 8— — 7 x. 1584. 2— TT. 4585. T_. 


2V3 2 V5 
Ed É : 
1586. ——, 1587. 1——-. 1588. 3 — 
2V1+a 4 Le 


1590. -L 1n 112. 1591. TEA AR 1592. 


à 


1 
LE 


LS 
3 e 
Le 
4 e 


5 
3 
À. 1599. 1. 1600. 1. 1601. +8, 4602. (er 1). 


8 


. 1605. . 1606. Solution. F(p+1)=— 


a b 
a? Le a? + b? 


©œ 
= | zPe-x dr. En intégrant par partie avec zP=u, e"* dr =dv, d'où 
Û 
du=pzP lqr, v— —e"x 


l'(p+1)=[=—zPe-*], +p [ zP-le-x dr = pT (bp). (*) 
0 


Si p est un nombre entier, alors, en appliquant la formule (*) p 
fois et en tenant compte de 


[se °) 
r (1) = | e”X* dr =1, 
U 
on trouve 
l(p+1)=p! 
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1-3 .(2k—1) x 


1607. Jr — SE D ZT si n—2k est un nombre pair : 
2-4.6 à de 
ln TRS ET si na—=2k+1 est un nombre impair. 
128 63x 
Ds: ho : 


.. (p—1)!(q—1)! 1 (= n +1 . 
1608. DÉDE 1609. 5 B 5 —» 5 É Indica- 
tion. Posons sin? z—t. 1610. a) Plus; b) moins; c) plus. Indi- 
cation. Tracer Île ie tes de la fonction à intégrer pour les 
valeurs de la variable appartenant au segment di "intégration. 


1611. a) La première; b) la deuxième; c) la première. 1612. z ; 


1613. a. 1614. À. 1645. £. 1616. 2 arcsin + . 1647. 2< I < V5. 


9 2 
1618. ÉcI<+. 1619. a<i<Èn. 1620. 0<I<T . 
Indication. La fonction à intégrer est à croissance monotone. 


1621. + << 2 . 1623. +. 1624. 1. 1625. L. Indica- 
tion. Prendre en considération les signes de la fonction. 1626. + | 


1627. 2. 1628. In2. 1629. mn 3. 1630. na°. 1631. 12. 1632. À p°. 
1 


3 
1633. a+. 1634. 10 +. 1635. 4. 1636. =. 1637. TL _ 1. 


638. e+ + —2= 2(ch1—4). 1639. ab [2 V3 — In (2 + V3]. 


A 


1640. £ na. Indication. Voir appendice VI, fig. 27. 1641. 2a%e-1. 


1642. À a. 1643. 15x. 1644. 5 In 3. 1645. 1. 1646. 3xa°. Indica- 


tion. Voir application VI, fig. 23. 1647. a? (2++). Indica- 
tion. Voir appondice VI, fig. 24. 1648. 2n++ et Gr—+ . 


1649. À TT — ” et L A+ —— # . 1650. À a ab. 1651. 3ra?. 
1652. x (b?+ 2ab). 1653. 6xa*. 1654. 34 Indication. Pour la 
boucle le paramètre t{ varie entre . limites O<Lt<+o. Voir 
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appendice VI, fig. 22. 1655. 3 rat. Indication. Voir appen- 
dice VI, fig. 28. 1656. S8na?. Indication. Voir appendice VI, 


) 2 
fig. 30. 1657. 14”. Indication. Voir 


2 a. 1662.. 


3" 1658. a°. 1659. Z 


appendice VI, fig. 33. 1660. + 1661. 
Er - 1663. a° (&-- 5). 1664. x V2. Indication. 
(1 —e? 

Passer aux coordonnées polaires. 1665. à (0V/10—1). 1666. 


Vh—a. Indication. Utiliser la formule ch?a&—sh? «1. 
1667. V/2-Lin (11/2). 1668. VIe V/2+-in QE) | 


1669, 14 In +. 1670. In(e+ Ve—1). 1671. In(2+ V3). 1672. 


. 2b — 
Lu e2-1). 1673. aln ré 1674. 2a V3. 1675. In + 
sh b 1 


. 4676. —aT?. Indication. Voir appendice VI, fig. 29. 
4 (a3 — bi) 


+ a — b — 


1678. 16a. 1679. ra V1+472+ Sin (r + 


: 
ee 


+ V1+A47). 1680. 8a. 1681. né da 1682. 


3+ V5 a ViEm raë 
+ In on à 1683. ———— - . 1684. Z [â+in 3]. 1685. TRE 
aix ,, . 3 ME 
4 (e2+4—e }. 1688. g * e 1689. pes e 

16xa3 
, 
GE . 1693. SL as. 


(15—161n2). 1697. 2x2. 


1686. + rad. 1687. 


1690. y= + x. 1691. be vy == 23. 1692. 


4 3 
— 3, PRE 
1694. 3 ap°. 1695. 10 x. 1696. 


+ . 4699. + ah. 1701. a) 5n*a%; b) 6x%a3 : 


9 
 (Ox2—16). 1702. na. 1703. À ma. 1704. ra. 1705. 


32 
105 51 
RS + ab) - 1706. LD . 4707. 2 09. 1708. À ra. 
16 


h 
3 sa 3 105 
3 =) ° 


1709. + ra%h. 1710. — a3. 1711. sa? V/pq. 1712. aabh | 
1713. À aie 1714. VATENTE À aa(5 V5 — 8]. 1715. 


ai 
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2n [V2-2 In (V5 HI. 176. x (V5 V5 taln ED. 1717. 
Jta° Jla° | 


x [V2+1n (41+V2)]. 1718. qu (ee 244) = (24 sh2). 1719. 


12 

5 Ta. 1720. Te (e—1) (++ 4). 1721. 4x°ab. Indication. 
Ici y—=b+ Va?—zx?. En prenant le signe plus, on obtient la surface 
extérieure du tore et en prenant le signe moins, sa surface intéricure. 


1722. 1) 2x6? + 2e arcsine: 2) 2ra°+ æ. In ES où 


VE (excentricité de l’ellipse). 1723. a) —— : b) 16x°a° ; 
9 9 

C) À nat. 1724. TE na. 1725. 2r1a° (2— V2). 1726. À no. 1727. 

Mx=S VEÉTE; My= Vas +. 1728. Ma = Mo = 2 
ai — - a °3 se 

1729. Mx=My=—; née ir 1730. Mx=My ="; T=1y—= 

_2 =. = _a 2+sh2 - __asina, 

+0. 1731. 211a°. 1732. x —0 ; pr à 1733. z — RÉ 

- = - 4 - 4a —  4b se 

y = 0. 1734. T=Na,; LÉ Ale 1735. Tr! = 3; : 1736. TZ =Yy—= 


ne 1737. x — sa: = a. 1738. (o; 0; 5) . Solution. On 


partage la demi-sphère en zones sphériques élémentaires d'aire do 
par des plans horizontaux. On a do—2xa dz, où dz est la hauteur 


a 
271 (| az d= 
= co à tri = 
de la zone. D'où z— DRE = TZ: Grâce à la symétrie, on a x 
—y—=0. 1739. Aux À de la hauteur à partir du sommet du cône. 
Solution. Partager le cône en éléments par des plans parallèles 


à la base. La masse d'une tranche élémentaire est dm;=yxp® dz, où 
y est la densité, z la distance comptée à partir du sommet du cône 


: 2 
x fre 
é 3 
au plan sécant, p—z. D'où = 5 — = Th. 1740. 
| ZAR 


3 ; . = — 
(o; 0; +50) . Solution. D'après la symétrie z=—y—0. Pour 


déterminer =, partageons la demi-sphère en tranches élémentaires par 
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des plans parallèles horizontaux. La masse d'une tranche élémen- 
taire est dm—nr®dz, où + est la densité, z la distance du plan 


sécant à la base de la demi-sphère, r — V/a—:° le rayon de la sec- 


tion. On a Z = —— —— = La. 1741. I — 5xa3. 1742. I, — 
= Ta 
3 
Lo: 1= Lo. 1748. 1= hs. 1744 L= Lab: 1p = 
D NT D A AU D Dee es dos Mon eut 
+ xasb. 1745. 1=5 a (RI— RS). Solution. Partageons la cou- 


ronne en couronnes concentriques élémentaires. La masse d'une cou- 
ronne élémentaire est dm— y2sr dr et le moment d'inertie [—2x X 


Ra 
x | Bär=+ x (Ri—R}), (y= 1). 1746. I= EE RRIHY. Solution. 
R: 


Partageons le cône en cylindres élémentaires parallèlement à l'axe 
du cône. Le volume du cylindre élémentaire est dV—2srh dr, où r 
est lo rayon du cylindre (la distance jusqu'à l'axe du cône), 


h=—H (1-7) la hauteur du cylindre élémentaire ; alors, le moment 


vrRIH 
10 


R 
d'inertie est Z—= | 21H (1-7) rS dr = , où y est la den- 
0 


sité du cône. 1747. 1=< Mer. Solution. Partager la boule en 


cylindres élémentaires d’'axe le diamètre donné. Le volume élémen- 


taire est dV — 2xrh dr, où r est le rayon du cylindre, h— 22 1-5 
° 2 
sa hauteur. Le moment d'inertie est 7Z—4xay V 1-5 rs dr — 


= nas, où y est la densité de Ja boule et, puisque la masse est 


M=2À ne, on a te 1748. V—2x%a°b, S — 4nx°ab. 1749. 


3 5 
LS 


2) 2=ÿ=< 0; b) == p. 1750. a) z—0, y=— T- Jndi- 


cation. Les axes de coordonnées sont choisis de manière que l’axe 
OX coïncide avec un diamètre et l'origine des coordonnées avec le 


centre du cercle; b) =. Solution. Le volume du corps, un 
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cône double obtenu par la rotation d'un triangle autour de sa hase 


cst Ve zabh?, où b est la base, À la hauteur du triangle. D’après 


le théorème de Guldin, ce même volume est V=2nz 2 oh, où x est 


la distance du centre de gravité à la base. Donc 2-2. 1751. vot — 
ni? 
b 


2 


: c? | v5 Vo _…. : 2 . 
. 1752. D" (+5) ; 1753. 2 mor, Pmoyÿ — x 0 


A a A 
—— n | 5 = —— ————m—— = —— ue Ps 
1754. S—103 m. 1755. v = + In (2) : h=< [os (a— bts) X 
a æ TY e e Là Hd 
x In |. 1756. A=—- RE. Indication. La force élé- 
— Ol: 


mentaire (force de pesanteur) est égale au poids de l’eau contenue 
dans une couche d'épaisseur dx, c'est-à-dire dF =yxR? dr, où y est 
lé poids de l'unité de volume d'eau. Donc, le travail élémentaire de 
la force est dA—ynR?(H—zx)dr, où zx est le niveau de l'eau. 


1757. A—4 YRÈH®. 1758. A= TT R4.TM 20,79.104 = 0,79-107 kgm. 


1759. A— yxR3H. 1760. A— ui , Ao=mgR. Solution. La 
1+— 
2 mM : 
force qui agit sur le corps de masse m est F—=k as Où r est la 


distance comptée à partir du centre de la Terre. Puisque pour r=R 
on a F—mg, alors kM=—gR?. Le travail cherché est À — 


mM , 1 1 __ mgh : 
- | RE dr=kmM Gr) Pour 4—o on a 
R 
Ao=me£gR. 1761. 1,8-104 ergs. Solution. La force d'interaction 


entre les charges est F— nd dynes. Donc, le travail fourni lors- 


qu'on déplace la charge e,; du point z; au point zx: est A— 
E à 
oges À 4 op, (4 12 48.104 erge. 4762. A 800% In 24 
= Co€: 7 — ci (=--=)- 59° eTgs. e A — xrin2 gm. 
x1 | 
Solution. Dans un processus isothermique pv= povo. Le travail 
fourni par la dilatation d’un gaz passant du volume w au volume », 
D{ 
est 4= | pdv= poroln +2. 1763. À = 15000 kgm. Solution. Dans 
LT 
un processus adiabatique on a la formule de Poisson puk — Povr, où 
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Lo} | 


U * , R-1: 

kæ1,4 D'où = [28 ao = [1 (2) |: 1764 À — 
ch k—1 [ l'i 

vu 


=< ru Pa. Solution. Si a est le rayon de la base de l'arbre, 


alors la pression sur l'unité d'aire du support est P= + . La force 


de frottement de l’anneau d'épaisseur dr, distant de r du centre est 
he 
a 


r dr. Le travail de la force de frottement sur la couronne pour 


ae 


un tour complet est dA — r° dr. Donc, le travail total est 


a 
PR ar =+ auPe. 1765. L MR. Solution. L'énergie 


a? 4 
Û 

cinétique d’une particule du disque est Ke — os er do où 
do est l'élément d'’aire, r la distance à l'axe de us p la den- 

— .. M Le Mw® ; 
sité superficielle, PET : Ainsi, dK — ——— TRRE r° do. D'où KX — 
Mu? M R°w? ,_ 3 . M po 
= ar. 1766. K=- MRtu. 1767. K = Riu? = 
— 2,3. 106 kgm. Indication. La quantité de travail nécessaire 
est égale à la réserve d’ énergie cinétique. 1768. p — =. 1769. p — 


m11,3.103 T. 1770. P—abynh. 1771. P— EE (la 


__(a+2b) k° 
E 6 


composante verticale est dirigée de bas en haut). 1772. 587 £ 


Ep _ kMm 
1773. 99,8 cal. 1774. M — gem. 1775. a ED (k est la 
a 
_—— xpañ : 
constante de gravitation). 1776. ENTER Solution. e=| v2sr dr=— 
0 
onp ( 4 4 
LE PC xp [ar __r#1]s _xpa _ 
7 f s)rdr= | , k = FT. 1777. Q= 
2b 
2 abÿ ! : EE 
= | Va dy = > DES Indication. L’axe des abscisses est dirigé 
0 


suivant le grand côté inférieur du rectangle et l'axe {des ordonnées 
lui est perpendiculaire en son milieu. 1778. Solution. S— 


v2 
= | La, d'autre part ea d'où do = + dv, et donc le temps 
4 
Da - + 
: dv Q 
de démarrage est t — jS=s. 1729. M:=-| Le t)dt + 
1 (] 
Le=-<f nn j Le (1-5 . 
+ <a {x + re (1 r) - 1780. M, — 


Cd 
= — | (z—1) kt dt + 4z= € (l?— r2). 1781. Q —0,12TRI5 cal. Indi- 
0 


cation. Appliquer la loi de Joule-Lenz. 


Chapitre VI 


1782. V= À (2). 1783. S—< (241) V42+3 (7 — y}. 
y— 22 22—y y2— 72 
2xzy ‘ 2zy ‘ Dry ” 
4 1172 

1786. f (x, r°) — 1+-xr— 22. 1787. =. 1788. f(x) ee 

Indication. Mettre la fonction donnée sous la’ forme f (+)= 


1784. 1ÉE 3) =À ; f (4; —1)= — 2. 1785. 
2xy 


72 y2" 


— (=) +1 et remplacer 3 par x. 1789. f(r, y) — ct 
y z 2 
Solution. Posons r+y—u, x—y—v. Alors cs, = ; 


. Il suffit de remplacer u 


f (u, etes Een) 


par z et v par y. 1790. f (u) = u*+2u ; z2=2z—1 LVy. Indication. 
Dans l'identité z—1+-f (V/z—1) posons Vr—1=u ; alorsz—(u+1) 
et, par conséquent, jf (u)— u?+ 2u. 1791. f (y) = V1+uy2; := V2 y. 
Solution. Pourz—1ona l'identité V1+y2=—1./ (4) , c'est-à- 


dire f(y)=V1+y2 Alors 1(£)=y1+(2) et :— 


=Z Æ + (2) "= Vr2+ y. 1792. a) Le cercle unitaire de centre à 


l’origine des coordonnées y compris la circonférence (r?+ y?<1);: 
b) la bissectrice y—z de l'angle de coordonnées ; c) le demi-plan 
situé au-dessus de la droite r+y—0(r+y>0);d) la tranche com- 
prise entre les droites y = + 1, y compris ces droites (—1<y<1); 
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ce) le carré formé par les segments de droite z=—+ 1 et y—+1 
y compris les côtés (—1<z<1, —1<y<1):f) la partie du plan 
adjacento à l'axe OX et comprise entre les droites y—+ 7, y com- 
pris ces droites à l’exception de l’origine des coordonnées (—r << 
<y<z pour z>0, z<Ly<—xz pour z< 0); g) les deux tranches 
z>2,, —2<Ly<2 et r<L—2, —2<Ly<L2; h) la couronne 
comprise entre les circonférences zx12-+y—=a? et 124 y2— 24° 
y compris la frontière ; i) les tranches 2nxr <z <(2n+1) x, y> 0 
et (22+1)n<r<(2n+2)x,y<O0, où nr est un nombre entitr; 
j) la partie du plan située au-dessus de la parabole y— —22X 
X (z°®+y > 0); k) tout le plan ÆOY ; 1) tout le plan XOY, l'origi- 
ne des coordonnées étant exclue ; m) la partie du plan située au-des- 
sus de la parabole y?—z et à droite de l’axe OY, avec les points 


de l'axe OY et sans les points de la parabole (2>0, y> V/x); 
n) tout le plan sauf les points de droites r—1 et y—0 ; o) la famille 
des anneaux concentriques 2714 < z2+ y? < n(2k+1) (k—0, 1, 2...). 
1793. a) Le trièdre z2>0, y>0, z> 0 (y compris la frontière); 
b) les Ier, JIIC, IVC et VIII tricdres de coordonnées (la frontière 
non comprise) ; c) le cube limité par les plans z—+ 1, y—+1 et 
z=+1, y compris les faces; d) la boule de rayon 1 de centre à 
l’origine des coordonnées y compris sa surface. 1794. a) Le plan; 
les lignes de niveau sont les droites, parallèles à la droite x +y—0 ; 
b) paraboloïde de révolution ; les lignes de niveau sont des circon- 
férences concentriques de centre à l'origine des coordonnées ; c) para- 
boloïde hyperbolique; les lignes de niveau sont des hyperboles 
équilatères ; d) cône du second degré; les lignes de niveau sont des 
hyperboles équilatères ; e) cylindre parabolique dont les génératrices 
sont parallèles à la droite z+y+1—0; les lignes de niveau sont 
des droites parallèles ; f) la surface latérale d’une pyramide de base 
rectangulaire ; les lignes de niveau sont les contours des carrés 
obtenus en coupant Îla pyramide par des plans perpendiculaires à 
l'axe des z; g) les lignes de niveau sont les paraboles y—Cz? ; 


h) les lignes de niveau sont les paraboles y=C V/z: i) les lignes 
de niveau sont les circonférences C (r?+y°)— 2x. 1795. a) Les para- 
boles y—C—zx?(C > 0); b) les hyperboles zy—C(|C|<1); c) les 
circonférences z° + y2—C?; d) les Aroites y—ar+C;e) les droites 
y—=Cz(z = 0). 1796. a) Les plans parallèles au plan rz+y+2:=0; 
b) les sphères concentriques de centre à l'origine des coordonnées ; 
c) pour u > 0 les hyperboloïdes à une nappe de révolution autour 
de l’axe OZ ; pour u < 0 les hyperboloïdes à deux nappes de révo- 
lution autour du même axe; le cône z2+y®—z:—0 (u—0) parts e 
les deux familles de surface. 1797. a) 0 ; b) 0; c) 2; d) e%, e) la 
limite n'existe pas; f) la limite n'existe pas. Indication. Pour 
b) passer en ordonne polaires. Pour e) et f) considérer les variations 
de zx et de y sur les droites y— kr et montrer que l'expression don- 
née peut tendre vers des limites différentes en fonction de k. 1798. 
La fonction est continue. 1799. a) On a un pi de discontinuité 
pour zx—0, y—0; b) tous les points de la droite z=3y (droite de 
discontinuité) ; c) courbe de discontinuité, la circonférence z° + y°— 
= 1; d) courbe de discontinuité, les axes de coordonnées. 1800. 
Indication. En faisant y—y;—const on obtient la fonction 


2x e e. e Ld 
Fi Her qui est partout continue, puisque pour y; = 0 le dé- 
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nominateur z3+y? Æ 0 et pour y;—0 q1(z) =0. De même, pour 


1Y 


z—z,— const la fonction @: W)= Ts est partout continue. Par 


rapport à l’ensemble des variables ‘x et y la fonction z est discon- 
tinue au point (0, 0) puisque lim z n'existe pas. En effet, en passant 
x—0 


y—0 
aux coordonnées polaires (r—rcoS®p, y=rsinq) on a z—sin 2, 
d'où on voit que si z—+0 ct y—+0 de manière que p= const (0 < 
<< 2x) alors, z—+ sin 2p. Puisque ces valeurs limites de la fonc- 
tion z dépendent de la direction ®, la fonction z n’a pas de limite 


pour z+Oet y+0. 14801. 2 —3(r2— ay), 2 3(y?— ar). 


Ôz 0y 

ôz 2y 9z … 2x 02 _ y 92. 

1802. PRG D EE 1803. = —À, D 
z z z y ; z 

——. 1804 ———, —————. 1805 — — 
Ôz Va y? ôy V2 y? Ôz 

EE” de 1 
TOC ETS Cr Vrty Ôv 

D 
Va+u (+Vr+ 1) Oz +" ô + 
oz z | 0z y SE y  Ôd: 

— — U-1  — — ry , Le ain M does 
1808. on er In z. 1809 E Re cos — Er 

sin À 21/3229 21/3537 

re “ni jM0, nee © 122. 
z z Oz  |yl(rt—y#) ‘y [y | (x$— yi) 

st. ct, He eo LH. 1812. 
07 Vy y OO 2yVy Vy z 


u ou 
— yz (zy)t"1, ET —2z(ry)z"1, nn —(zy)z in (zy). 1813. — yz*V In z, 
ou 


du 1 
à — +2*Y ]nz, —zyzXV-1, 1814. fL (2, 1)— 5 ? fy (2 1) =0. 


1815. fLA:250=4, H(:2:0=4, f(A:2:0=5. 
T 


1820. — 
(r2+ 2422) 7 


1821. r. 1826.  2=arctg À + 


+ p(x). 1827. 2=+— + y? ln r+sin y. 1828. 1) tg a — 4, 
1 1 2S 1 

tgB— oo, tg = 7: 2) tg & — co, tgB—4, BY=—. 1829. = h, 

dS 1 9S 1 x , Re 

5 = 2h 5 (a+b). 1830. Indication. Vérifier que la 


fonction est égale à zéro sur tout l’axe OX et sur tout l’axe OF ct 
utiliser la définition des dérivées partielles. Se convaincre que 
12 (0, 0)=#f,, (0, 0)—0. 1831. Af—4Az+ Ay+2Az®+2ArAy + Ar°Ay ; 
df = 4dz + dy ; a) Af—df—8 ; b) Af = df — 0,062. 1833. dz— 3 (7° —y) X 
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4 
7 — — 3 - 2 2 LS = 
X dr +3(y®— 7) dy. 1834. dz — 2zy9 dr -3x?y? dy. 1835. dz me 752 * 


X (zy® dr—z°y dy). 1836. dz—sin 2r dr—sin2y dy. 1837. dz=— 


—— -(zdr+ydy). 1839. 


2 
: (4-24). 1840. 4: —0. 1841. dz— (al a) . 
ST z sin d 


1842. df(1, 1)=dr—2dy. 1843. du—yz dr+2r dytry dz. 1844. 
du 7 (zdrz+ydy+zdz). 1845. du— (e+2)7 


VERTE FRE 
L 
ALT raet(i—4) mar (rt 2) (rt 5) à] 
4846. du= (vdrt+ray- a). 1847. 46, 4 5= 
= 3 (Bd: — Bar — 4dy). 1848. dl 0,062 cm ; A1=0,065 em. 1849. 75 cms 


Rolré dz+zv (1 yln x) dy. 1838. dz = ——— 


df = 


(par rapport aux dimensions intérieures). 1850. 5 M. Indication. 


Annuler la différentielle de l'aire du secteur et trouver la diffé- 
rentielle du rayon. 1851. a) 1,00 ; b) 4, je c) 0,273. 1853. À 4 m près 


(plus exactement à 4,25 m près). 1854. 1 1855. da = = (dy cos a — 


L(e1 Va 
à dz el(tint—1) 
— dz sin œ). 1856. A tint : 1857, © H— Tr = (s-z js) - 
du e+i)tet Pa Int du 
1858. Tr =°t Inttgt+ PRET ES TN VIRE + =0. 
1860. ES z)S*(coszctgr — sinzlnsinz). 1861. = 
” p.03. +. — “1: 0z 
Try? CLS 1862. de yzU- “ar | o (x) In x+ 
La La 0z ’ 
+4. 1868 22, (u, 0) +yesvfs (u, v): CEE 2uf!, (u, v)+ 
ôz (] 1 
zertfh (us u). 1864 50, HE—1. 1865. y (1——) x 
x faut 2) Et) 7 (au +). 1867. me Gen, + 


+ (z)f, (z, UE 2) + f, (x, UE z)[b2(z, y)+%, (, De (z)]. 1873. Le 


périmètre ‘croît à la vitesse de 2 m/s, l’aire croît à la vitesse de 70 m°/s. 
1874, LETS 4875. 20 V 522 5—271/2 km/h. 1876. _9 V3. 

Vi+e+ 2 
1877. 4. 1878. V2. 1879. ne . 1880. 1881. 
1882. a) (2: 0); b) (0; 0) “ (31); c) (7: 2; 1). 1884. Di 3j. 
1885. 7 (5é— 3). 1886. Gi+3j+2Kk. 1887. |gradu|=6; cos a— 


cos & + Se B+cos Y 
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1 3 
, cos B=—+, SVT: 1888. PT 75 1889. gp = 


3 
ns d2z = abcy® 02z ” 
A 8,944 , P Ps 83 37 . 1891 e "dr? — (b2z? rs a2y2) 2 ? Ôx dy te 


abczy _ 02z abcr? 92 Pz 2 (y— x!) 
(biz +a2y2)/2" ÔYE (br2+ a? FD ER 02 (r+yp 
vo 2z : 02z 1 1893 Oz Ty 
0x ôy Ka y" y? : Gr | . ” (y + pe) * 
z 2r r— zx? u du du 
1894. dx Ôôy = V. 1895. Er = = S . g 272 ETC FES = —=0 ; 
2u o?u ô°u on CE a—-1,B-1 y—1 
Orôy Ôyôz Ôz0r F: LE ôx dy 0z = Qpyr ps 


1898. ns —2ycos(zy)—2rsin (2). 1899. fix (0, 0)= m (m—1); 


zy (0, 0)=mn ; fyy (0, 0)=n(r—1). 1902. Indication. Vérifier 
en sud tilisant les règles de dérivation et la définition de la dérivée 


y? Ary? 
partielle que fe (z, y) =y [EE a ere | (pour zx? ty? = 0), 


{> (0, 0) —0 et donc que pour pe et y Aus {2 (0, y)= —y. 
D'où f:y (0, y)= —1, en particulier, f3.,, (0, 0) — —1. De même, on 


trouve que fix (0, 0) —1. 1903. = 2fu (u, v) + 4rtfiu (u, v) + 


+4zy fur (u, v)+y?f5o (u, v) rte (u, v)+4zyfuu (u, v)+2(72+y2) X 
X fuo (u, v)+zyfro (u, v); A. = 2fu (u, v)+4y?fiu (u, v) + 4zyfio X 


X (u, + (u, v). 1904. _ Da fxx + 22% + f22 (px)? + f2P5x. 


1905. = fau (x)? + 2f0Pr Ps + fo CPL + fu Prx + FRE 5 = 


nr: nu: (prby + Pxpu) + fon baby + fupey + fou à _ E 


= fuu Qui + 2e fon (p,,)2 + FePuu + TE 1914. u(z, y) = 
pla) + D (y). 1915. u (2, v)=zp() + (v). 1016. d2z— exv [(y dr + 

ne ARLES 1917. d'u — 2 (x dy dz +- y dz de z dr dy). 1918. d?z— 

z \XY 


= 4q" (4) (x dz + y dy}? + 2° (1) (dr? + dy?). 1919. dz — o y 
x (vin dr+ziln du) d?z— (=)" [ui +4) X 


X dr? +2 (anis +n) dx ni a 2, ap |. 


1920. Az = afnu (u, v) de® + 2abfno(u, v) dz dy + bEfr (u, D) dy?. 
1921. de = (ue ft 6% fau + 26% up 28/50) de + 2 (Us + eSfe + 
+ ze“Vfou + ex$u (1 + Zy) fuo + pe2*f90) de dy + (zeUfu. + 2° SeUfuu + 
H2re vf + ef) dy®. 1922. d3z=— ex (cos y dr3 — 3 sin y dr? dy — 
— 3 cos y dr dy? + Sin y dy). 1923. d3z— — y cos r dr3— 3 sin x dr? dy — 
— 3 cos y dr dy® + x Sin y dy3. 1924. df(1; 2)—0; d?f (1; 2) —6dr3+ 
+ 24dr dy +4, A 1925. d°j (0, O, 0) = 2412 +. 4 dy° + 6 422 — 4 dr dy + 
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+8 dzdz<+4dy dz. 1926. zy+C. 1927. 23y— sin 240. 


1929. + In (z3 + y?) +2 arctg + C. 


1930. T+C- 1931. V3 EyÈ+C. 1932 a——1, b——1, z— 


19 


= TE I, + C. 1933. z2+y2+z2Ery Lzz kyz+-C. 1934. zS Dry + 3zz+ 
+y2—yz— 22 HC. 1935. z?2yz2— 3ry?z + 4zy + 2x + y+3z+C. 
1936. Fe L+< + C. 1937.V/225 y +224 C.1938. À ——1. Indica- 
tion. Former la condition de R'ÉeRne totale pour l'expression ‘ 


Xäz+Y dy. 1939. [2 —f,. 1940. u— | fG)dz+C. 1941. 4 — 


dz 
: dy ___  b® , dy Sbôz 5 vos : : 

ee A — — as T3 TT 1942. L’équation déterminant 
y est l'équation d’un faisceau de deux droites. 1943. a 

__ g*lny dy __ y . dy y dy | 
1 zyx Ti" ee dr y de (pp 9 (a) 
_ =%: y _ dy _zxz+ay, dy 
= 3 ou | 1: +) —8 ou —8. 7: de us Ja 
_(a5+1) (22+ y?) dy __ y. dy 2y 0z 
Ge 1947. D eg 1948. — 
a —yz. 02 _ 6y2—3rz—2 1949 Oz _zsinxz—cosy, LE 
_ zy—22" ôy ü 3(zy—2?) * 0x cosr—ysinz dy 

Le 2 
—2SiNy—CoSz  $jgng 27 _ —1;: 02 1 4954, 22 _ à 

. COS z—ysinz ôx ôy 2 ôz az 
0z ____ y, Oz ___ ct (b®—y?). Oz cézy , Oz 
dy  b2z’ 0x? a2b2z3 À roy  a?b2z3”  Oy 

Px Puy | 

__. ct(a?— x?) dz Pe Ÿy LL _ Z y ,. 
—= TT pèbezs 1953. De de 1954. Heu dy; 


2 _ a? Vo 
= ET de 2 À dr dy + dy. 1955. d—0; du: 


4 2,0 x z | : z 5 
— 1e (42° + dy*). 1956. dz— — vus : UT (dz® + 
dy dz Œy z à 
9 2 —— —=  ——=—. — — e 
+2 dx dy + dy?). 1961. D ONE TS) dr 005 HE 3e 1962 
__y(z—z) ,. _2z(z—3y) ,_. ns 
Try zG—D y * 


a n a a du ne D = … 
XI&— y} + (y—2)+(2—2)9) dat. 1963. 1; = 
_Œu  _ .. dw - d _). d°v _. dv _,, do 
dy  _* dr * Oy "0x3 “Org dy 


__ y v  … 1 ___D REC PRS 
1964. ss NC TRE TI dar DE LE AT = — dv — 
ou 2U 0 n — Pr ay 
= —— dr dy——©> dy. 1965 du 2—2=©;:  dv— 
DH CHuE pa pt 
n AZ u d (s) i au pe ÿz 
_ = Vu + Pu y 1966. a) CRE LU ter, b) 92 
Pu Pr GE u 0y u 0x 
Yu Pol | 
= = (v-u); = - Leutv(u— 
= 7 b+u), er (ou); 0) der (en (ou) rente (0—u) dy] 
ôz , : sin ôz . : ; 
1967. 5x = Fr(n y) cos p—F, (r, p) —+ ; Fr (r, psinp+F(r, p)* 
cos p Os ___c _. 97 € .: 
X —— : 1968. EP DER ns ay = D Ée ctg . 
dy , dy |, y _ Br ,, dr _,. 
1969. PTE at y=0. 1970. PTE —0. 1971. a) dy= 2y dy — 0 ; 
2 2 
æ : Fe (5) mi _ 
b) Hs 0 1972. tgn———,. 1973 K=— - 2 


1974. ÀE —0. 1975. u TE: 0. 1976. Pe+ Se 2-0. 
1077. DEEE. 1078, 0. 1079, PP —0. 1980. PP 5. 
1981. a) 2r—4y—z—5—0; PRÈS, b) 3z+4y—6z—0; 
ET 21 = +, c) zcosa—+ysinæ—R=0, TES 
—Rsinæ z—R a b? 
ne 5 —* 1982. Mrs Ver 
+7 1983. 3rz+4y+12:—169—0. 1985. z—+4y+6z— 


= + 21. 1986. z+y+2= + 71/4853 02. 1987. Aux points (1,+1, 0) 
les plans tangents sont parallèles au plan XOZ et aux points 
(0 ; 0; 0) et (2; 0; 0) au plan YOZ. Il n’y a pas de points en les- 
quels le plan tangent à la surface serait parallèle au plan 


XOY. 1991. +. 1994. La projection sur le plan XOY est: 


z=0, cn. | 
de La projection sur Je plan YOZ est: 


z=0, z—0, 
CE La projection sur le plan X#OZ cest: +21 _0. 


Indication. La courbe de tangence de la surface avec le cylin- 
dre qui projette cette surface sur un plan quelconque est Ile lieu 
géométrique des points en lesquels le plan tangent à la surface don- 
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née est perpendiculaire au plan de projection. 1996. f(z+h, y+k)= 
= az? E 2bzry + cy? L 2 (az + by) h + 2 (br + cy)k+ ah?+2bhk+ck?. 
1997. f(z,y)=1—(z2+2)2+2(2+2) (y —1) +3 (y —1)%. 1998. A7 (x, y)= 
= 2h +k+HR+2hk+h2k. 1999. f (x, y, z) = (x —1) + (y—1)+(2—-1)+ 
+2 (21) (y—1)—(y—1) (2—1). 7 2000. (zh, +4, 24) = 
= f (2 y DA (y) hk(y—r—2) + (2—2—y)] + f (h, k, D. 
du — 3 2L y? 212 
2001. y+zy+ EE. 2002. on ed 


4 
2003.1--(y—1)-+ (2 1)(u1).200%1 (21) 1) EDGE + 


—1)- 1)j8 1 1 . 
FE DEUTO, 2005. a) arctg ER + (at f TX 


os | 
x (ap); b) J/ ÉEOEUES Lit Léman) + À x 


X [(3m2—4m) «®?—2mnaf+(3n°—4n) B*]. 2006. a) 1,0081 ; b) 0,902. 
Indication. Appliquer la formule de Taylor aux fonctions: 
a) f(z,y)=VzŸ y au voisinage du point (1,1); b) f(x, y)—=y* 
au voisinage du point (2, 1). 2007. =--1+2(z—1)—(y—1)—8 x 
X (z—1)2+10 Ca (y—1)—3 (y—1)° +... 2008 zmim—0 pour 
z—=1, y=0. .Iln'y a DE d'extrémum. 2010. zmin = —1 pour 
xz—1, y—0. 2011. Zmax — 1 » pour z=3, y = 2. 2012. Zmin = —8 
pour z= V2, y=— V2 et pour z= — V/2, y= V2. Pour z=y—0 
, ab ; a 

il n’y a pas d’extrémum. 2013. Zzmax — aux points z=——, 
y 4a P max 3V3 po V3 


FU et eu 7 D Zm! =. aux points 
V3 V3" V3 min 33 


L - 2014. Zmax—1 pour 


a b 
Z=—, y=—-— et z= ——>, = —> 
V3" * Va V3’ V3 


z—=y—=0. 2015. zmin—0 pour z—y—0, maximum faible non strict 


(:= =) pour les points de la circonférence z° + y? = 1. 2016. znax = 
a 9 
= V3 pour z—1 et y——1. 2017. unin = + pour z=——, 


y = T3? z—1. 2018. Umin = 4 pour 2=+ , Y—=1, 21. 2019. L’équa- 
tion détermine deux fonctions, dont l’une a un maximum (zm1x —=8) 
pour z—1, y— —2 et l'autre un minimum (zmin— —2) pour r—1, 
y = —2. Pour les points de la circonférence (z2—1)2+ (y+2)2=25 
chacune de ces fonctions a un extrémum (z2—3). Indication. 
Les fonctions mentionnées dans la réponse sont définies explicite- 
ment par les formules z—3-+ V25—(z—1)}:—(y+2}) et existent, 
par conséquent, seulement à l’intérieur et sur la circonférence fron- 
tière (œ—1)®+(y+2)2—25 où les deux fonctions prennent la valeur 
z—3. Cette valeur est la plus petite pour la première fonction et la 
plus grande pour la seconde. 2020. L'une des fonctions définie par 
l’équation a un maximum (Zzmax— —2) pour r=— —1, y—2, l’autre 
a un minimum (Zmin—1) pour z=——1,y=—2; b) les deux fonctions 
ont un extrémum pour les points de la courbe 4r3—4y?—12r+ 
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+ 16y—33—0. 2021. max = + pour 2=y=+ - 2022. Zmax —5 pour 


x= 1, y—=2; Zmin = —Ÿ pour z= —1, y = —2. 2023. nn 


13 
18 12 2 2 7x 
13! y 12: 2024. Zmax = LL pour 25 +An, y= 


In . 2—V2 3n 57% 
= HA, 2min = 4 pour #= 44m, y= hr. 
202$. Umin= —9 pour z= —1,y—2, Re sUmax = 9 pour z=1,y— 
= —2, z2=—72. 2026. umax = pour z=+a, y—2—0; umin—=c pour 
z—y=0, z=+c. 2027. umax—2-47.63 pour rz— 2, V= re | 
2028. u aux points (5 + 3) (< — 

° max 27 3° 3 ’ 3 ? ’ _ + 
(=. 2 2): Umin—4 aux points (2, 2, 1) (2, 1, 2) (1, 2, 2). 


2030. a) La plus grande valeur est z—3 joue z=0, y—1, b) la plus 
grande valeur est — pour r—1, y—0. 2031. a) La plus grande 


valeur est = Pour +2 , Y= 1; la plus petite 


TA 
3 pour :=+)/ 2, y= —)} 7; b) la plus 


grande valeur est A pour z=+1, y—0; la plus petite valeur 
est z——1 pour z—0, y—+1. 2032. La plus grande valeur est 


pour z— 


valeur est z— —— 


2 ES pour 2=y=+ (maximum intérieur); la plus petite valeur 
est _ pour z=—y— . (minimum ont) 2033. La plus grande 

valeur est z—13 pour z—2, y——1 (maximum frontière); la plus 
petite valeur est z— —41 pour z—y—1 (minimum intérieur) et pour 


z—0, y——1 (minimum frontière). 2034. Le cube. 2035. ÿ 2, 
V2, _ Ÿ 2V. 2036. Le triangle _ 2037. Le cube. 2038. a — 


Vas 2039. M (—+, F). 2040. Les côtés du trian- 


3 3 P __ MiZy Mots + Msts 
gle sont Z D 7Z P et TJ ° 2041. FT mibmime ? y = 


__ May moye + maya = : 2 ei . 
a 2042. + = + — 3. 2043. Les dimensions 
% 2c 


du parallélépipède sont : TA" EL où a, 
DE V3" V3 


demi-axes de a 2044. z=y—20+Ÿ 2V, z— . 2045. x — 


b et c sont les 


ar VISE 2046. Le grand axe est 2a—6, le petit axe 
Ep 
est 2—2. Indication. Le carré de la distance du point (x, y) 
de l'ellipse à son centre (origine des coordonnées) est z?+ y®. Le 
problème revient à trouver l’extrémum de la fonction z°+ y? avec 
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la condition 5x2+ 8zy +5y2—9. 2047. Le rayon de base du cylindre 
R V 2 V 2 : 

est — 2+—>, la hauteur R 2———, où À est le rayon de 
AVE V5 


la boule. 2048. Lo canal doit réunir le point ( 7) de la para- 
bole au point (& —+) de la droite; sa longueur est RE 
2049. 2 V270. 2050. ET Sn Indication. Il est évident 
que le point M, par lequel lo rayon passe d’un milieu à l’autre, 


doit se trouver entre les points A4, et B; avec AM = —— , BM=— 
= AM =atga, B\M=—btgf. La durée de la progression du 


rayon est | 2 


. Le problème se ramène à la détermina- 
Vi COSŒ VU: COS 
a b 


tion du minimum de la fonction f(&œ, B)j=—+— avec 
U, COS Œ 2 COS $ 

la condition atga+btgB—c. 2051. œ—f. 2052. J::12:13— 

= Indication. Trouver le minimum de la fonc- 


2 _ A3 

tion Î (Zi, L, Is) = TR LR: + liRs avec Ja condition Ti+L2+13=T. 
2053. Le point isolé (0, 0). 2054. Le point de rebroussement de secon- 
de espèce (0, 0). 2055. Le point d’auto-osculation (0, 0). 2056. Le point 
isolé (0, 0). 2057. Le point double (0, 0). 2058. Le point de rebrous- 
sement de première espèce (0, 0). 2059. Le point double (0, O). 
2060. Le point double (0, 0). 2061. L'origine des coordonnées est un 
point isolé si a >b, un point de rebroussement de première espèce 
si a—b et un point double si a< b.2062. Si a, b, c sont tous les 
trois différents, la courbe n'a pas de point singulier. Si a—b<e, 
alors À (a; 0) est un point isolé; si a b=—c, alors le point B (b, 0) 
est un point double; si a—b=—c, alors A (a, 0) est un point de re- 
broussement de première espèce. 2063. y—+7x. 2064. y°—2pz. 


2065. y—+ R. 2066. z°/34y"/3—i"/3, 2067. y=+ S. 2068. Deux 


hyperboles équilatères conjuguées dont les équations, si on prend 
les axes de symétrie des ellipses comme axes de coordonnées, sont 
do la forme zy = + S. 2069. a) La courbe discriminante y —0 est 
le lieu géométrique des points d'’inflexion et l’enveloppe de la famille 
donnée ; b) la courbe discriminante y—0 est le lieu géométrique des 
points de rebroussement et l’enveloppe de la famille ; c) la courbe 
discriminante y—0 est le lieu géométrique des points de rebrous- 
sement mais n’est pas une enveloppe; d) la courbe discriminanto 
se décompose en les droites z—0 (lieu géométrique du point double) 
DES Q ' 


et x = a (enveloppe). 2070. y — D . 2071. 7 + . 2072. V9-+Ax. 
cu 0 


2073. V3(et—1). 2074. 42. 2075. 5. 2076. zo—+-20. 2077. 11 + 2 : 
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2079. a) droite ; b) . « c) ellipse ; d) hyperbole. 2080. 1) a: 


2) a das SAR LS PT LE a04a © . 2081 . CD ti + (a CHE 


(À). 2082. 4t (12 +1). 2083. z=—3 cos t ; y—4 sin t (ellipse) ; pour 
t=0, v=äi, w— — 3; pour ni v= ur i+2 V2i Î, D = — 
3V2-> 
2 _2 2j; pour t— Dr D= —4j. 2084. x —2 cost, 


y=2sint, 2=3t (hélice) ; DE —à sin + 2j cos + 3k : v= /13, pour 
t quelconque = —9i F'eos + — 2): sint;w—2pour t AUS opaque; POUF 


—+ 

t=0 D=2j + 3, w= —i : pour = v= — Di, w=—92j. 
2085. z = COS 4 COS w!, y = sin @ cos w/, z=sin ot (circonférence); v= 
re PERS ot—wj sin & sin ot+ok COS Of;  v—]|0o |; w= 
a 1 cos & cos ot — W°)j j sin & cos wt—w°k sin ot ; w—w*. 2086. v — 
=Vr,= ra gt} ; Wx =Wy =0; FR W=g. 


2088. w Va2+h?, où w— _ 


TH St la vitesse angulaire de rotation de 


l’hélice. 2089. V/a202+ v32 — 2aovp sin ot. 2090. T ETAT V— 


Lei D). 2091. = a l(cos t—sin # F(sint+coss) x 


5 


X JE]: V= = 7 —— [(sin t+cost) i+(sint— — COS t) j]: s COS (Tr, rie | 


+ HAL, —hi4+ Si 8h, + —24k 


TVA ‘Vin. ya ‘PP V5 


cos (v; 2) —0. 2092. + 


x—acost y—asint :=— Z—acoSi _y— —asint 
2093. — = ———— — langente) ; = = ———— 
sb —asint acost “ 6 ); bsint —bocost 
= 26! (binormale) : AE No (normale princi 
7 a —55st —  sint 0 P 
à ; asint 
pale). Les cosinus directeurs de la tangente sont cos a — TVR ; 
a° 2 


a cos 


b 
a ————À+ cos = ss 
Vars" Vase 
normale principale sont cos &«,—cos t, cos f,=sin t, cos mn 2094. 2r — 
—z—0 (plan ds sy—1—=0 (plan osculateur) ; z s + 2z—5—0 (plan 


rectifiant). 2095. = NES z + 4y |- 12: —114=0 


. Les cosinus directeurs de la 


cosB = — 
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PA 


T—— 
4 
(plan normal) ; 12z—6y+z2—8—0 (plan osculateur). 2096. — 
: t? : ti | t3 : t2 
VS DES ar —Q D 
n) 2 4 3 2 
=——=— (tangente) ; BETA TR 35; (normale 
à t4 ; ts : t2 
ads de j 
principale) ; + (binormale); M1 (+. .. 
—2 2 z—2 
5) Ms (a. 2%, 2) . 2097. - n = = (tangente) : z +-y=0 
es a z—9 
(plan PR : > His — À (normale principale) ; == 
_y+2 _z— : _ EL _ 
4 9 PCR cos nt COS V2 = 0. 
R V2 
Es Vs 7— 5 R 


2098. a) = 0 (tangente) ; zV/2-—z=—0 (plan nor- 
z—14 y—1. 
RS 


mal) ; b) 


—10—0 (plan nor- 


—2 y—2V3 z—3 L = 
mal): c = = ——# tangente) ;:2 |/3 — 2 |/ 3z—0 
10) 73 | VE (tangente) ;2 V/3z+y—2 1/3: 
(plan normal). 2099. z+y—0. 2100. z—y—z V/2=—0. 2101. a) 4r—y— 
—23—9—0; b) 9r—6y+2z—18—0; c) M en 


—@a%b?(a®—b?). 2102. 67—8y—z+3—0 (plan osculateur) ; g = 
y—i 21 ne . 
= op. 0 (normale principale) ; — re — (binormale). 


2103. br—z—0 (plan osculateur) ; * =} (normale principale) ; 


rs … HE + —biLk 
(binormale) ; += , PB=———©; v=). 2106. 2z 
Vi+6 P Vi+6: : 


2/5 

+ 3y+19z—27—0. 2107. a) V2; b) —— 14 . 2108. a) K== V2,7_ 
-1 D 

=: b) K=T=—1 . 2109. a) Ro U+ ;, b) R=p= 


3 2a ch°t a 
41 9r4)3 2 
ee 2111. FE: 2112. Pour t—0 K—2, wy=0, w=2; 
_1 19 29 719 
4 — = — 9 TT 
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Chapitre VII 


2 25 =. “HR 9 sta? 
2 _——— 2 {4 vs ® mme Le , 4 
2113. 4. 2114. In 57. 215. Le. 2416. . 2117. 50,4. 2118. — . 
2119. 2,4. 2120. _. . 2121. z= 1; z=2—y; y=—6; y=— 


2122. y=2® ; y=zx +-9; z=1 ‘ z=5. 2123. Y=T, y=10— 7; y=0 ; y—=4. 
224 y Live; 2; 228. A2. y—0; y= VD 320; 


— 3. 2126. y=r?;y=rt2ir——1iz—0. 2197. Nes 
Ô 


Er 2128. Jef x, y) dx = a | 1e Dar 


Î 2-7 al 1 2-x 
nes. [ay À ana [ar [5e nat | az | f(x, y) à 
rl 0 0 Û 1 0 
2 2x+3 4 . : 
2130. | de \ fées dy [re y) + | dy f Ces y) dz+ 
7 2 î u 
+ | dy | (x, y) dr. 2131 | | f(x, y)dr + 
5 y-3 0 y 
1® Ness 0 V2-2x3 
+ | dy | fn dz= | dr | Î (x, y) dy + 
1  -V2-y3 PAT 
V2-x2 1 2 
| y) dy. 2132. = 
1 dr (x, y) dy. 213 | “is y) dy 
Æ 1 VA xt 


-[# Î fanar. 2153 [a NCrLT, 


1 —2 - Vi-x 
TV 2 


+. dx De. na [à id f(x, y) dy + 
SE ds 1x 
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2 Vi-xi si V4 =y3 
Ha | rena=fa | rev 


1  —Vi-xs 2 —-Vi-ya 
— V1-y2 V&-yi 
+ a | 16 nés | dy f Ce Déz+ 
— Vi=ys 1-12 
2 VAE 0 YY9—x2 
+ À rene. as [a DE CPLT 
VE 23 _y5-2 
2 V1+3i 3 9x3 
+[a (| Orenar(e | send 
—2 -yi+x 2 VI 
1  -VrT 1 VI 
= [a [ renar | à | Juart 
V5 -V9I- V5  Vyi-1 
{ V 9-72 V5 -Vya=t 
+ dy | fe nat { ds NECTLe 
1  —_V9-y 1 — V9-y2 


V5  V9-yi 1 {1-x 
+ | dy | f(z, y) dr. 2135. a) de { 1(z, y) dy = 
1 Vyi=i Ù Ü 
1 1—y a a=— x2 
= (à { f(x, Ÿ) dr; b) | dx | f(x, y) dy = 
0 0 QG —Vaizx 
Vas-yi 1 Vx-xt 
= | feu: o (a NT LE 
xd — Vaz=yi 0  _yx-xt 
à 
= d z, y)dz; d dr T, y) dy = 
Î y [ fema: a \ J #0 y) dy 


12  1—-V1-4y2 


| y | a v+2a. 
= | au | f(v)dr; ©) | a | f (2, Vdr= 
| 1 0 v 


a a 


Va fsenas af renart | f (æ, y) dy. 


0 0 a 0 2a x—2a 


Æ ni 
2136. | dy k f(x, y) dr. 2137. | dy f(x, y) dr + 
0 e 0 _ 


a 


K | Î 2 Vaz-y2 
" [ & | f(z, dr. 2138. { à { fe, y) a+ 
2 à 0 V'a2-2ay 


a  Vuaï-y 2 a . 
Lu 1(z, y)dr. 2139. Î “h (x, y) dr + 


a a a de Vaï=y® 
+ {a f(x, v)är. 2140. | à [  Gyart 
a V3 a-Vas-pi U “= 
si 2a 2 V2a 29 
. | dy | 1 (x, y) dx + | dy | f(x, y) dx. 
0 a+ Vas-ys 0 e 
0 Vi1-x2 1 
2141. | dr { 1(z, nat (a [ fr, y)dy. 
=1 0 0 0 
1 
2 V2x V2 1 
2142. dx (2, y)dy+ \ dr 1 (2, y) dy + 
fa fronuf. 
2 


R V2 


V3 v3-x 2 VRI=yi 
+ | dx | 1(z, y) dy. 2143. | dy Î (7, y) dr. 
V2 0 0 
| a—-arcsin y 
2144. { dy | {(x, y) dr. 


arcsin y 


911 


2145. =. 2146. Fe 2147. La. 2148. LL. 2149. 6. 2150. L 


5 G . 6. T7 
4 457 —16 2 8 V2 
CE 4 . ne 5 
2451. 1n2. 2152. a); b) 5 —; c) 22. 2153. —p 
Vi-(x-2)2 ; : é 
2154. { dr | zydy=+. 2455. La 1/23. 2156. 5 aRS. 
0 


2XR  y=f(x) 
Indication. j [var a | dx | y dy = 
(S) Û 
27 R(1-cos t) 


= | R (1— cost) dt | y dy, où la dernière intégrale s'obtient 


de la précédente en faisant le changement de variable r—R (t—-sint). 


Ra 1 . . RE 
2157. HE. 2158. —. 2159. a+. 


F1 
4 08 sin q 

2160. | dp | rf(rcosp, rsinœp)dr+ \ dp | rf(rcos @q, r sin p) dr. 
0 0 0 


a QE 


mn 2 EE 

4 cos 4 sin q 
2161. | dœp | rf(r°) dr. 2162. | dq rf (r cos p, r sin q) dr. 

Ù 0 Ca 4 0 

Fa 

14 sin @ 3x 

ru cos? 4 sin y 
2163. | 1 (tgœ) dp | art Î{ (1g p) dy { r dr + 

U [e EL 0 

ga 
sin @ 
En cos= P 
+ {rugmap | rar 
dx Û 
na 
x 
4 a V cos 2q 
2164. | 4 ( rf (r cos q, r sin op) dr + 
En 0 
HS 
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BA a Vcos 29 
+- dp rf (r cos, r sin ç) dr. 


acosp 3 : 
2165. | ap | ri sin qdr= D - 2166. À nat. 2167. ©. 


LS) as. RL x _16 V2—20 1e) Lu 
7) a3. 2169. - . 2170. ( ; ; — - 
2171. 7 ab. Indication. Le jacobien est Z=abr. Les limites 


d’ ne sont 0O<p<27, 0<Kr<1. 
B C 


mn 
# 


1-0 
2172. ( dv f(u—uv, uv) u du. Solution. On a z=u(i—r) 
œ Û 


et y—uv; le jacobien est Z—u. On détermine les limites de u 
comme fonction de v; pour z—0 u(1—vw)—0 d’où u—0 (puisque 


1—vÆ0); pour z=cu— — . Limites de variation de v: puis- 


que y=ar, uv— au (1—v) d’où rer L pour y—fir on trouve 


os: 2173. tu (+, —) dv + 


MERDE 
[fa Dr(H ae fe ( (HE) à] 


I mu Après le changement de variables, les équations 
des côtés du carré sont use ne uU—v=2, u—= —v. 


9 


sa 
1 


b? 
? mn ns 
2171. æ[(S RE — Xe +) arctg + a Solution. L'équation de 
la courbe est ri—r2 ( cos? p— sin? g) , d'où la limite infé- 
bp 
rieure de r est 0 et la limite supérieure r — & cos? pr sint ®. 
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4 


a? b= 
Puisque r doit être réel, pra COS? p—— sin®@>0, d'où on doit avoir 


tg pe dans le premier quart de plan. Du fait que le domaine d'’in- 


tégration est symétrique par rapport aux axes, on peut calculer le L de 


toute l'intégrale en se limitant au premier quart de plan: 


arcig a V& cos® PT sin? @ 
[] dx dy —4 dp | abr dr. 
0 
1 Vy 2 Vy : : 
2175. a) 4 + s (a | si Le | dr; D) + ; 
0  Vy y-2 


a Vai-2x2 9 ; 
| dz | dy. 2176. a) +; b) (2++) a, 2177. 
0 a—x 


2178. a. 2179. n. Indication. —1<zr<1. 2180. 2 VS. 


2181. 3(2+—). 2182. ——7V/3. 2183. Ÿ ne. 2184. 6. 2185. 107. 
Indication. Faire à changement de variables: z—2y—u, 


3z+4y=v. 2186. À @—a) (B— a). 2187. À (B— 0) In 2. 
1 


1 1 
F as 3 

2188. v— #]t (A—x) me] . (2) dy. 2493. PE. 2196. À. 

1 ai 48 V6 88 
2195. —. 2196. ——. 2197. ——. 2198. ——. 2499. Le. 

= L 4 - 
2200. -. 2201. —. 2202. naÿ (a —f). 2203. — xa5 (2 V/2—1). 
2204. 2 ras (V3— 1). 2205. À. 2206. rade. 2207. (6 V3— 5). 
2208. À 98. 2209. na (1—e7**). 2210. ie . 2211. ee 


2212. Ve (2V2—1). Indication. Faire le changement de 


variables zy = u, = v. 2213. : V a°b2 + b?c3 + c2a*. 


2214. 4 (m—n) R°. 2215. ve a%. Indication. Intégrer dans le 
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plan YOZ. 2216. 4a?. 2217. 8a? arcsin 2 2218. re (3V3—1). 
2219. 8a2. 2220. Sxa°. Indication. Passer aux coordonnées polaires. 


2 | R° \3/2 : : 
2221. = se | (14 =) —1|. Indication. Passer aux: 


coordonnées polaires. 2222. À a et 8a. Indication. Passer 


V2 


aux coordonnées polaires. .2223. 8a° arctg ——. Indication. 0— 


5 
a - 2 
2 2 à 2 
és | dx | EE { arcsin = — dr. Intégrer par par- 
; Va—z3— y À 2V/a3— x? 


ties puis faire le changement de variable PE sint; transfor- 


mer la réponse. 


PL 4 F3 158 ET NE e b+ Vb2+ c2 : 
22. (eve Fe Vatéte hs) . Indica- 
2RôR? oe a%b 
3 ‘ * 42: 


tion. Passer aux coordonnées polaires. 2225. 


a°b? RE CEE 5 , — 
5x + 2221. 250 VGA 2228. x =ra; y=0. 
_ si 2: = 2 

29,17 PRE ; 50. 2290. 22; y=0 23%. Lx. 
232. 8) Jo=- (Didi); b) Ix=2 (Di—di). 2233. [= os, 
| a Va 

2234. at. Indication. 1= | | (y-+a)® dy. 2235.16 In 2—9 €. 

0 Vox 


Indication. La distance du point (x, y) à la droite z=y est 


d= D , qu'on trouve à l’aide de l’équation normale de la droite. 


2236. 1= 2 ka5 [7 V2+ 31n (V/2+1)], où k est un coefficient de 


proportionnalité. Indication. Ayant choisi comme origine des 
coordonnées le sommet dont la distance à un point est proportion- 
nelle à la densité de la membrane en ce point, dirigeons les axes de 
coordonnées suivant les côtés du carré. On définit le moment d’iner- 
tie par rapport à l’axe OX. En passant aux coordonnées polaires, 


EL Ta 
&  asecq 2  acosy 
on a = | ap | kr (r sin p})* r dr + | dp | kr (r sin o})* r dr. 
Û U 7e Û 
4 
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35 À 
2237. I0= 2 rat. 2238. I9= 2, 2239. À mé. Indication. 


16 2 12 
Prendre pour variables d'intégration t et y (voir problème 2156). 
1 1x  1—-x-y R VR2=2x2 
2240. | dx | dy | f(x, y, z) dz. 2241. | dx | dy X 
U 0 U —R — VRI=x 
D y— 
JI a F Var-x ce 


X | f(x, y, z) dz. 2242. | dzr | dy | f (2, y, 2) dz. 
d T4 Liver VE 


1 V1-x Vi-x2-y 
2243. | dr dy - | 1 (zx, y, 2) ds. 
1  -Vi-x 0 
2244. + (81412 12-27 V3). 2245. SEVE , 2946. e 
1 1 5 rai = 97\ 
2 Sat pe — —— — ame 
27. og - 2248. LIn2—-©. 2249. À (18 V3 = 
59 nabc? , 4 rh°R? 
© 1R5 _ 
2250. 280 rRS6. 2251. Z =: 2252. 5 rabc. 2253. Z 
2254. nRS, 2255. À a2. 2256. À 79 (5) 2257. RS 
| 9 3 3] " 45 ° 
2258. TT. 2259, V2 62h. 2260. À 08 
* 40 : 9 a°n. 
x2+y° EL 
2a V2ax- x? 2a 2  2acosp 
Solution. v—2 [de [ dy [ dz —2 [ap Î rdr X 
0 0 0 0 
r® a Ed 
a 2  2acos ; Li : v : 
r 2a cos 
X | dh—2 | ag cp" =—(: + dp = -7 sai 
0 0 0 Û 
K | CJ 
2261 ce ve . Indication. Passer aux coordonnées sphériques. 
2262. — an. Indication. Passer aux coordonnées cylindriques. 
abc | ab 


3 
2263. + Gr —4). 2264. nabc. 2265. EE (a+b+c). 2266. x 
Re À 
X (6c2— a%—b?). 2267. z—0, y=0, :=5a. Indication. Intro- 


RE Lu 
duire les coordonnées sphériques. 2268. z — F': y=0, : = 0. 
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2269. ee 
comme axe OZ et le plan de la base du cylindre comme plan XOY. 
On calcule le moment d'inertie par rapport à l'axe OX. Après avoir 
passé aux coordonnées cylindriques, le carré de la distance de 
l'élément r dœ dr dz à l'axe OX cest rsin?+:*. 2270. SE 

X(2h2+3a2). Indication. On prend la base du cône pour 
plan XOY, l'axe du cône pour axe OZ. On calcule le moment d’inertie 
par rapport à l’axe OX. Après avoir passé aux coordonnées cylindriques, 


(3a®+4h?). Indication. On prend l'axe du cylindre 


on a pour les points de la surface conique r=+ (A — 2); le carré de la 


distance de l'élément rdpdrdz à l'axe OX est r?sin? +72. 
2271. 2rkph (1—cos a), où k est un coefficient de proportionnalité 
et p la densité. Solution. On place l'origine des coordonnées 
au sommet du cône, on prend son axe pour axe OZ. Si on introduit 
des coordonnées sphériques, l’équation de la surface latérale du cône 
h 

2 Sin Ÿ 

Il résulte de la symétrie du corps que la tension résultante est 
dirigée suivant l'axe OZ. La masse do l'élément de volume dm — 
ddr, où p est la densité. La composante suivant 
l'axe OZ de Tattraction par cet élément de la masse unité concentrée 


est p= sa et l'équation du plan contenant la base r — 


au point O est 7 sin Ÿ = kp sin 1 cos 1 di do dr. L’attraction résul- 
CA 
an 2 7%  hooæcvy 
tante est | dp | dv kp sin cos p dr. 2272. Solution. 
) 


Introduisons les coordonnées cylindriques (p, œ, z) d'origine au 
centre de la boule d’axe OZ passant par le point matériel de masse m. 
La distance de ce point au centre de la boule est désignée par E. Soit 


r= Vp2+(E —z)? la distance du volume élémentaire dv à la masse m. 
La force d'attraction de l'élément de volume dv de la boule et du 
point matériel m est dirigée suivant r et a pour grandeur 


est la densité de la boule et du —p dy dp d: 


— kym _. OÙ Y—= 


4 
— 71R3 
3 rR 
e volume élémentaire. La projection de cette force sur l'axe OZ est 
km dv = — 2 
dF = ——5 08 (rv)= — kmy STE pay dp dz. 
D'où 
2x R V R1-:2 à : : 
F= —kmy | dp | (E— 2) dz Î HS = hmv gap, 
0 -R 0 


4 kM C . | 
Or, 3 ViRS= M, donc F = mn 2273. =\ ye *U" dy —e”*, 
É ps 
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2275. a) (PDO) —— pourp> @5 0) rer (> 0): 

d) —— gr (p > 0). 2276. ee. 2277. —. Indication. Dériver 

de fois | e-Pi a=— . 2278. In. 2279. arctg D arctg —. 
0 

2280. RE 2281. Lie) 2282. arcctg + 

2283. 1. 2284. —. 2285. +. 2286. 77: Indication. Passer 

aux coordonnées polaires. 2287. ve . 2288. SL . 2289. Converge. 


Solution. Retrancher de S l'origine des coordonnées et son voisi- 
nage, c'est-à-dire considérer l'intégrale = | | In Vzr+y? dr dy, 
(S,) 


où le domaine retranché est le cercle de rayon 8 de centre à l'ori- 
gine des coordonnées. En passant aux coordonnées polaires, on 
co 2 


x 
l É à e? 
al= | ap [rnræ=| [TS arf 7 (rér]ap=ax( 
e e 
e? 


0 e 
— In +) . D'où in le=—-. 2290. Converge pour « > 1. 


2291. Converge. Indication. On entoure la droite y=z d'une 
tranche mince et on pose 


1 


Tr ga [as il = Fer + ls m[æ u | » 


(S) rt) x+ 
dy 


V'G—Y 
2292. Converge pour a >>. 2293. 0. 2294. In Je, 


X 


3 
2295. ab (a°+ab+b) 256 n 2 
or "2296. 5e. 2297. Lit +4n0) 1 | 


5 V1Fm: 
SRE. 2299. a2 /2. 2300. À (56 V7 —1). 


31 2 27%b 16 — = 
2301. Ver arctg—"—. 2302. 27°. 2303. 57 (0 V/10—1). : 


2298. 


Indication. | f(x, y) ds peut être interprétée géométriquement 
C 
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comme l'aire de la surface cylindrique de génératrice parallèle 


+ 


à l'axe OZ, de base le contour d'intégration et de hauteurs les va- 

leurs de la fonction à intégrer. Donc S — | zds, où C est l'arc OA 
C 

de la parabole y= Sr réunissant les points (0, 0) et (4, 6). 


. 2 Var 
2304. a V3. 2305. 2 + aresin LS) ‘ 
a — De 


__—— = 2  21b 2 DL An2b 

2306. V/a+b2 (x V'a3+ And +5 In EVER | | 
kMmb- 

19 TA 12 

2310. 40-75. 2311. — 2ra°. 2312. a) 3: b) 0; c) EE d) —4;e)4. 

2313. 4 pour tous les cas. 2314. —2n. Indication. Utiliser les 


4 
équations paramétriques du cercle. 2315. 3 ab*. 2316. — 2sin2. 


4 4 ee 
2307. (5c:3e). 2308. 2e Var bi. 2309. 


2317. 0. 2318. a) 8 ; b) 12 ; c) 2; d) 2; e) In(z+y); f) | p (x) dx + 
ve L é 
+ IETOE 2319. a) 62; b) 1; c) z+ln2; d) 1+ V2. 
Vi 
2320. V1+a® — V/1+b2. 2322. a) 22 + 3zy—2y2+C; D) 23 —r?y + 
+2g—y3+C; c) ex-V(z+y)+C; d) In|z+y|+0C. 2323. —2na X 


| 1 2 
X(a—+b). 2324. — xR°cos° a. 2325. (£+2% ) R9.2326. 8) —20; 


4 
b) abc —1:; c) 5 V/2 ; d) 0. 2327. 1= | (ue ac ay 2328. ——+ 


3 e 
(S) 
srR« 1 | 3 
2329. 79 * 2330. or 2331. 0. 2332. a) 0;b)2rx. Indication. 


Dans le cas b) on applique la formule de Green au domaine compris 
entre le contour C et un cercle de rayon suffisamment petit de 
centre à l'origine des coordonnées. 2333. Solution. Si on ‘prend 
en considération que le sens de la tangente coïncide avec le sens 
positif de parcours du contour, alors cos(X, n)=cos(Y, t)— 


d d 
=: donc Ÿ cos (K, na as = ay =0. 2334. [2S, où S 
C C C 


est l'aire de la figure limitée par le contour C. 2335. —4. [ndi- 
cation. On ne peut pas appliquer la formule de Green. 2336. xab. 


2337. 5 4. 2338. Gra:. 2339. —- a°. Indication. Poser y—=tr, 


019 


où t est un paramètre. 2340. — . 2341. x (R+r)(R+2r), 6xR? pour 


R=r. Indication. L'équation de l'épicycloïde est z—(R+r) x 
27 


X COS {— r cos t, y—=(R+r)sint—rsin is t, où t est l'angle 


de rotation du Lee du cercle fixe qui passe par le point de tan- 
gence. 2342. 7(R—r)(R—2r), La pour = +. Indication. 
On déduit l'équation de l’hypocycloïde de l'équation de l'épicy- 
cloïde correspondante (voir problème 2341) en remplaçant r par —r. 
2343. FR. 2344. mg(z,—::). 2345. À (a?— 5?) où k est un coeffi- 
cient de ‘proportionnalité. 2346. a) Le potentiel est U— —mgz, le 
travail est mg (z—22) ; b) le potentiel est U =} , Je travail est 
M 
— Va+b2+c; c) le potentiel est U=— À (224 y24-20), le travail est 


.2 Ja? 2 2 
A (RE 72). 2347. À not. 2348. nee 2349. 0. 


4 
2350. ie. 2351. — . 2352. ” .2353. — 5 V5+1_, 
3 4 10(5 V5—1) 
n V2. 
2j h3. 2355. a) 0; b) » — À Gma-ousf+c pes. 2356. 0. 


(s) 
2257. An. 2358. —na%. 2359, —a5. 2360. FR, P-2, 
0y 02 z dx 


=. 2361. O0. 2362. 2 [ Tetu+a dr dy de. 2363. 
(v) 
 drdy Le + AU, aÙ 
2] }) rer) Va+ + nu ; mr S{ art ait +3) is 
42 xa?b? : 
2365. 3a4. 2366. su 2267. <À na5 . 2368. . 2371.  Sphères, 


cylindres. 2372. Cônes. 2373. Circonférences z2-+y2—c?, 2—c. 
2376. grad U(A)=—9i —3j —3k; | grad U(4)| = V/99—3 V11; 
+ — ee 
+ r 
22=—zy; z—y—=2. 2371. a) = ; b) 2r ; c) —S: d) f° =. 2378. 


grad (cr) —c; les surfaces de niveau sont les plans perpendiculaires 
— 2U OU 


au vecteur c. 2379. De 0 7 —|grad U]| pour a = b=c. 
oÙU cos (1, r) 14] 2 
2380. = — 3 — ; ru =0 pour JL r. 2382. T° 2883. 
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diva = 2j (+ f"(n. 2385. a) divr —3, rot r—0:; b) div(rc)— 
Lo div qoe)= LE, rot(f(n x 


rs . 2386. divv=—0, rot v= 20, où @= ok. 


rc —+ r 
T0 rot (rc) — 


2387. 2wn0, où nô est le De su unitaire D à l'axe de rota- 
: | o?U 
tion. 2388. div grad U — = CRC FPE pee — s rot grad U—0. 


2391. re 2392. a) 5 70 *R°A (3R°+2H°); b) _ xR°H(R°+2H?). 


2393. div FF = 0, en us ie points sauf à l’origine des coordonnées. 

Le flux est égal à —4xm. Indication. Utiliser le théorème 

d'Ostrogradski-Gauss pour calculer le flux. 2394  2x°h#2. 
T 


— rR? m 
2395. —5—. 2396. U— | r(r) dr. 2397. ©. 2398. a) N'a pas de 


To 
potentiel; b) U—zryz:+C; c) U—zry+xz+y:+C. 2400. Oui. 


Chapitre VIII 
1 1 1 n +2 
2401. 51 2402. 5x * 2403. TT ° 2404. T° 2405. CET 


2n | 4.3.5 ... (2n—1) su 
2406. T2" ge A8. TT — En = nl 1)n+1. 
2410. nt-D7T}, 2416. Diverge. 2417. Converge. 2418. Diverge. 2419. Di- 
verge. 2420. Diverge. 2421. Diverge. 2422. Diverge. 2423. Diverge. 
2424. Diverge. 2425. Converge. 2426. Converge. 2427. Converge. 
2428. Converge. 2429. Converge. 2430. Converge. 2431. Converge. 
2432. Converge. 2433. Converge. 2434. Diverge. 2435. Diverge. 
2436. Converge. 2437. Divergo. 2438. Converge 2439. Converge. 
2440. Converge. 2441. Diverge. 2442. Converge. 2443. Converge. 
2444. Converge. 2445. Converge. 2446. Converge. 2447. Converge. 
2448. Converge. 2449. Converge. 2450. Diverge. 2451. Converge. 
2452. Diverge. 2453. Converge. 2454. Diverge. 2455. Diverge. 
2456. Converge. 2457. Diverge. 2458. Converge. 2459. Diverge. 
2460. Converge. 2461. Diverge. 2462. Converge. 2463. Diverge. 
2464. Converge. 2465. Converge. 2466. Converge. 2467. Diverge. 


2468. Diverge. Indication. _ 2% 5 1. 2470. Semi-convergente. 


2471. Semi-convergente. 2472. Absolument convergente. 2473. Di- 
verge. 2474. Semi-convergente. 2475. Converge absolument. 2476. Semi- 
convergente. 2477. Absolument convergente. 2478. Absolument con- 
vergente. 2479. Diverge. 2480. Absolument convergente. 2481. Semi- 
convergente. 2482. Absolument convergente. 2484. a) Diver 

b) absolument convergente ; c) diverge ; d) semi-convergente. Indi - 
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cation. Considérer la série 3 (ax _1+a@) pour les exemples 
k=1 

a) et) d), et pour les exemples b) et c) étudier séparément les 

œ ©œ | 


séries 2 aps et Ÿ ax. 2485. Diverge. 2486. Absolument conver- 
Pen) 

gente. 2487. Absolument convergente. 2488. Semi-convergente. 

2489. Diverge. 2490. Absolument convergente. 2491. Absolument 

convergente. 2492. Absolument convergente. 2493. Oui. 2494. Non. 


7 1 1 
2495. 2 LT }° ; converge. 2496. > Zn Gr —1) converge. 


n—1) 


2497. Die 2499. Converge. 2500. rs 2501. | Ra] <= 5: 
1 
LABS Rs <0, R5> 0. 2502. M Cor = nGniinl 
Indication. On peut évaluer le reste de la série à l'aide de la 
somme d’une progression géométrique supérieure à ce reste: R, = 


7 4n [rr E: (5) GTS LÉ + ]<en [+ 7" + 
2 
+(2)- + -]- 2506. 7, Con la < 48 


2504. ——<B =. Solution. R,=—— 


n+ CET ANCE SRE 


1 | 1 
> RmEDmED À mp Me -(— un 


1 1 1 
+= +5) Hs nÉ Ba <rnt eDers te 
1 


. =—. 2505. Pour la série donnée, on peut facilement trouver la 


n 
| 4 \2n-2 
valeur exacte du reste R,=— 1E 5 (r n-+ +) (>) ä 
2n+2 
Solution. Ra =(n+1) (+ +)” + (nr +2) (5) is +... 
En multipliant par ( 


1 | 
46 Fn=(n +1) (+ 
D'où on trouve 


15 


)+u+2 ("+ n 
nn (EP (Le (HIER) 
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D'où on détermine la valeur de R, indiquée ci-dessus. En faisant 
n =0, on trouve la somme de la série S — (5) . 2506. 99; 999. 


2507. 2; 3; 5. 2508 S—1. Indication. on + ir 
2509. S—1 pour z>0, S——1 pour r<0, S—0 pour z-0. 
2510. Pour z > 1 converge absolument, pour z <1 diverge. 2511. Pour 
z > 1 converge absolument, pour 0 < r < 1 converge non absolument, 
pour z<0 diverge. 2512 Pour rx >e converge absolument, pour 
1<z<e converge non absolument, pour zr<1  diverge. 
2513. — 00 < z< 00. 2514. — 00 < z < ©. 2515. Absolument conver- 


gente pour z >0, diverge pour z <0. Solution. 1) an < 


ct pour z >0 la série de terme générale _—_. converge ; 2) >! 


pour z<0, et cos nx ne tend pas vers Ü pour n + 0, puisque de 
cos nz +0 découlerait que cos 2nxz +—1 ; ainsi, pour z <Ù le critère 
nécessaire de convergence n’a pas lieu. 2516. Converge absolument 
pour 2kx <z<(2k+1)x (k=0, +1, +2,...); elle diverge pour 
les autres points. 2517. Diverge partout. 2518. Converge absolument 
pour r-Æ0. 2519. z>1, z<—1. 2520. z>3, z 1. 2521. > 1, 
zL—1. 2522. 1>5%. z<4+. 2523. 2 > 1, z<—1. 252%. —1< 


<s<—+, + <z<i. Indication. Pour ces valeurs de z, 


œO ©œ 

: R 
les séries ÿ zh et D 
Rk=1 k=1 


: © convergent. Pour |z|> 1 et pour |z|< 


2Rz 


<3 le terme général de la série ne tend pas vers zéro. 2525. — 1 < 
<Lz<0,0<Lr<1. 2526. —1<r<1.2527. —2<Lr<2. 2528. —1< 
Cac. 2599. — TL ere, 2530. —1< 7 <1. 2531. —1< 


V2 V2 
<Lr<1. 2532 —1<r<1. 2533 —co<r<oo. 2534. r—0. 
2535. —oco Lr<oo. 2536. —4<Lr<4. 2537. FL <s<t. 


2538. —2<z<2. 2539 —e<Lz<e. 2540. —3<zr<3. 
2541. —1<zxz<1. 2542. —1<r<1. Solution. La divergence 
de la série pour |z|>1 est évidente (il est cependant intéressant 
de remarquer que la divergence de la série aux extrémités de 
l'intérvalle de convergence z— + 1 peut être établie non seulement 
à l'aide du critère nécessaire de convergence, mais aussi à l’aide 
du.critère de D'Alembert). Pour |z|<1 on a 


(n+1)! 
lim me —— =lim{(r+1)2] Slim (n+1)|z|r—= 
R—00 niz” n—+00 1 00 
= lim Li = 0 
+00 1 |n 
zx 


(on établit facilement la dernière égalité à l’aide de la règle de 
Lhopital). 2543. —1<zxz<1. Indication. A l’aide du critere de 
D’Alembert, on peut non seulement déterminer l'intervalle de conver- 
gence, mais aussi étudier la convergence de la série donnée aux extré- 
mités de l'intervalle de convergence. 2544. —1<z<1. Indica- 
tion. A l’aide du critère de Cauchy, on peut non seulement 
déterminer l'intervalle de convergence, mais aussi faire l'étude de 
la convergence de la série donnée aux, extrémités de l'intervalle de 
convergence. 2545. 2€7<8. 2546. —2<r<8. 2547. —2<zr<A4. 
2548. 1<r<3. 2549. der <—2. 2550. z——3. 2551. —7 < 


Cr —3. 25520 € x C4. 2553. — one 2554, —e—3<z:< 
<e—3 2555 —2<r<0. 2556. 2<r<4. 2557. 1<r<3 
2558. —3<z<—1. 2559. di cr<it. Indication. 


14 \n° 


Pour zx=1 LT la série diverge puisque lim —— — 
n=+00 en 


0 
2560. —2<r<0. 2561. 1<7<3. 2562. 1L7<5. 2568. 2<L7< 
Ch. 2564. ]:1Z1. 2565. |21<1. 2566. Is T< 3. 2567. [z|< 


< V2. 2568. z—0. 2569. |z|< oo. 2570. s1<S 2576. pis 
(—1<z<1).2577. 1n (1+2x) Fe 1). 2578. Linie (rl 1). 


(= 
2579. arctgz(|r| <1Â). 2580. — 5 qUzi<1): 2581. A- ap tlsl<1). 
2 1 
” ep (is <. 2588 tel>t. 2584. = (arctg z — 
— + 
-;h5) ([z1<1). 2585. E V3, Indication. Considérer 
la somme de la série + +R... (voir problème 2579) pour 


——— . 2586. 3. 2587. a*—1+ Ne, — © << z< 00. 
V3 n | 
V3 n=1 

À EL 2 x? 28 ri zS 
8. sin(s+)= its St + 

2 x" ; 
. +(—1) +... 2589.  cos(r+a)—cosa—zxsin a— 

2 
5 COS a + — T sina+ “as ZT 08 a+. + sin [a+ Et... 
te 2 2374 2576 

— © << rz 00. 2590. sin TS 41 ET — 


MA — 00 Tr 00. 2591. In(2+zr)= 


Dr + HO EE, —2< 2 <2 


Indication. Pour étudier le reste utiliser le théorème sut 
[se] 
= — S,(n+3zr, 
n—=0 


2rz—3 


(zx —1}° 


l'intégration des séries entières. 2592. 


Iz|<1. 2593. =D (it) 2 Iz|I< 1. 


n=0 


= (— 1)n-1 2n-1 zn 


2594. est 2 GT — 0 Tr < 00. 2595. ex — 


z° n+1l 


DH LPS FSe) 


". —., — 00 7 < 00. 259,6. Drm 


2597. De nn. 2598. 144 3 CNE 


"Ent 2 (2n)! 
n=1 
9) 32n.r°n+1 
— 00 zoo. 2599. 2 > tn (— © < z < co). 
n=0 
4, 1 zx 1.3 xi 
2600. Di À gr (—3< x < 3). 2601. ST 5554 œT 
n=0 
103.528 1.3.5... (2n—1) x 
Fran tot mem rt D D 
_ cs, 1 
2602. DE (Iz|<<1). 2603. > (tnt n(— —+< 
n=0 n=1 


ee <5). 2604. +3 dy AT (Iz|<1). 2605. S' (0x 


ST 


n=0 
zèn+1 1 1.3 25 
X et (r1<1: 2606. Z+ — 5° = + TXT +. 
1.3.5... (2n—1) z°r+1 4 23 
FPS Be On mit ss ([z| <1) 2607. SEE AE TE 
1.3 25 1.3.5... (2n—1) tnt 
Pass CN Dem np (ele) 


ss 24n-3 72n 
2608.  Ÿ (ra 2er (— o<z<ow). 2609  1+ 


n=1 


+ Y (—1)7-1 > zn (—0< x < oo). 2610. 8+L3X 


n=2 


l ‘ fn 

«3 He ms zn (— co < zx < oo). 2611. 245 — 
F2. z° 2-573 1 2-9-8... (3n—4)zn 
Dana t ongngn ec On — 


1 4 1 
(— oo <z<o). 2612. 15 (rt) mn (—2<z< 2). 
n=1 


1 en-1) 72n : n ; 
2613. 142 DE (1 <a 2614. > (z1<Vd: 


n=0 


2615. In 24 Y (A) (42m (1 < 3 < 1). 2616. D (—1x 


n=1 n=0 


00 << z < 00). 2617. +2 1)n Ent 


z 2n+1 


n+1) 7 té 


z2n+l 
X Grin@r+t0it— 


°X(Iz1< 00). 2618. Zee: 2619. 24 254 


1. 13. 5) (2n —1) 


1.3 e 
tante ER E Dar +. ([|z| << 1). 2620. z+ 


23 276 
++ . 2624. 2— +... 2622. NS NE D |. 
2623. +++. 2624. -(+ ++ +. |. 
2625. tait hist... 2626. Indication. (Calculer la 


longueur de l'éllipse en rtant des équations paramétriques 

z=acosp, y—bsin et développer le résultat obtenu en série 
entière par. rapport à e. 2628. 23—212—5r—2— —78+59(rx+4)— 
—14 (2+4)7+(z +4) (— 00 << z< 00). 2629. f(z+Hh)—5z23—473— 3r+ 
+2 LAS 8x —3)h+(15r—4) h249h8 (— re — 00h00). 


2630. S (- gi EN Se EM pe z<2). 2631. s (— 4 (z—1yr 


n= 1 n=0 


(O<zr<2). 2632. © (n+i)(r+1 (—2<z<0). 
n=0 
2633. Ÿ (2-n-1—3-2-1) (x +4) (—6<z<—2). 
n=0 | 


263%. YŸ) (in EE (—2—V3<r<—-2+V3). 


n=0 
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œ 
- 2) — | 
2635. e2[14+ D EE] Ciclo) 2636. 2+  . 


‘ 


x (z — 4)? 4 18 6—4y 4.3.5 (zx —4)t 


nm -+TA6 2 468 2 +... t+(—1mi x 
1.3.5... (2n—3) (z—4) L Ç 
RE +. (O<z<8). 2637. D (—1" x 

n = 1 


r\2in-i . 
1 
L'ass » 2 (Iz1< oo). 2638. + D (— 17 X 


}” 1 F. 
4n-1 (+ dE co 
. 1 1—z\°n+1 
(2n—1)! (LAISSES, “2 2n +1 (==) 
n = 
mere Indication. Faire le changement de variable 
= —. ———— —t et développer In z suivant Iles puissances de t. 
z 14.39 zx 1.3.5 ... (2n—3) 
Le 2 (=) +5 (2) ++ Gr 2 * 
z \n 1 1 
x (=) +... (—-Zr<s<o ). 2641. RI<< TZ : 
GT () 
1 ue À : 2 1-3 7) 


AUS, Pour Fe . Péneue n’est pas supérieure à 
0,001, il faut évaluer le reste à l'aide d’une progression géométrique 


supérieure à ce reste. 2644 Deux termes, c'est-à-dire 1—— : 


2645. Deux termes, c’est-à-dire 2. 2646. Huit termes, c'’est-à- 
7 
dire 1+ —. 2647. 99; 999. 2648. 1,92. 2649. 4,8] R| € 0,005. 
n= 1 
2650. 2,087. 2651. |r[ << 0,69; |[z]< 0,39; ]z]<0,22. 2652. |z| < 
<0,39; |]z|<0,18. 2653. + sr © 04981. 2654. 0,7468. 
de 0,608. 2656. 0,621. 2657. 0,2505. 2658. 0,026. 2659. 1 + 


n=i 
= — y\Y2n — 2n 
2660. ÿ (1e EE (— 00 << z< 00 ; — 00Ly << co). 
n=îi 
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(ee) 


2: y2\2n-1 
2661. D om (— co Lr< 0; —00 Ly< œ). 


n=i 
2662. 142 S (y—zM; 1r—yl<1. Indication. rs Au 2 
| 7 ts 
n:=1 
9 
= —1 ET Dee Avoir recours à une progression géométrique. 
. O0 
n 
2663, — 9 2 TH Le PH (4 Li; —1Ly<i, Indication. 
n=1{ 
= zentl EL yènt+l 
1 —z—y+zy = A —zx)(1 — y). 2664. Dr — 
n=0 
(—1<Sr<i, —1<y<1). Indication. arcig — an er 
+arctgy (pour Iz1<, [ul < 2665. f(z+h, he 


+ 2bzy + cy? + 2(ax + by)h Fa ve + cy)k + ah? + 2bh + ck?. 
2666. f(1+A, 2H k)— f (1, 2) = 9h — 244 + BRÈ  Shk — 12k2 + RE — — 2h83. 


2667. 1+ s LEDEVEIN 2668. 1+ D IR 


(2n) ! 
n= 1 n= 1 
2669. +245 _ + … 2670. de ayt ay. 
Ci + ce aa sin(2r+1)z, _ Cite 
2674. AE — IE 3 tte D +. Ne 2 à 
a 6e b—a 209 cos (2n +1) z 
S(+x)= + 2672. rx > — Bi Fe 
+ (a+) S = syr-1 SN RE M, S(tm = nm. 2673. + 
n= 1 
+4 > ANS : : S(+nr)=n?. 2674. 2 sh ax x 


= 1 


X [a + >2E TE a se. M (acosnr—nsinns) |; S(+x) = chan. 


2 
sin ax n sin nz 
2675. RE TSES s D si a n'est pas entier; sin az, 


n= i 
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| | | 2sinex F 1 : 
si a est entier; S (+ x)=0. 2676.  — [ EEE S >» (— 1} X 


n=i 
a cos nt 


— = |. si a n'est pas entier; cosaz, si a est entier ; 
a?—n° 


S (+ n)=cos art. 2677. 2e S (_ sa RE: S (+ r)=0. 


n=1{ 


9 ©œ 
2678: alto :  S(+2) = char. 


ai+n3 
2679 S sin nz 2680. s sin sin (2n—1)z, " T.D ELA 
° n | TT 2n=1 4 ? ) a 
n=1 n— 


1 4 
c) >. 268. à) 2 D (—1M IT; D SE x 
n=i 


Q cos(2n—1)r. : _ 
D ni g 2682 a) D bnsinnr, où by 


= 1 n={ 
[s +] 
2x 8 1 7° 
= ET pe bu Ti) +4 Zi (—imx 
n=1 
[se] 
cos nz n° Le 


2 2 
+ à 1) 7; 2) TE 2683. a) = D [1—(—1)n 627] X 


ñn = 


D 


nsinrt . et __4 2 [(—1)me4T_1] cos nr 
tn ? b) ax > ° 


2+ n° 
n=1 
1 4— cos 77 œ sin 27 
2684. a) = s sn. b) ES » sur COS nr 
ï Er: n È 2 n : 
n= 1 n=1. 
4 in (2r—1 2 + cos2(2n—1) 
Æ. un Sn(n—1i)z, I_2 N cos —1)z 
0) EL: à de (22—1} ? ) 4 (2n —1)° 
ni À 
Ç 2 
—41\k- = R —  —— 
2686. nn OÙ bon —=(—1)h "1 — _ bop+1 =(—1) PAPIER TE 
nn = 


8 = sin (22—1)7z 8 = -, 2Sinnz 
HA mp ed ar 
=i 


n={ 
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TI 


2689. 2e (+ S sn cos nz) . 2690. É 3 EF 
nes 1 


__ 4in-1 SOS 727 4. 
TRS T 1. 2692. — x 


ne2 


COS z 


X cos ne |. 2691. 1— 


cos 2nz 


{ œ 
x[++D im + |. 2694. Solution. 1) azn— 
Nes 1 


[a 


a 
= À rte) cos 2ne de = + f (x) cos 2nz dx + f (z) cos 2nx dr. 
0 


C2 


alt 
Das à 


Si on fait le changement de ‘variable t= 7 dans la première 


intégrale et t=z— + dans la seconde, alors, en utilisant l'identité 


Î (+1) —= — f (+ e) , on voit facilemont que an = 0 
(n=0,. 1, 2; :::-): 
x 
x TT L 
2) b: == Î (zx) sin 2nzx dr — = f (x) sin 2nx dr + 2 f(x) x 
0 0 fn 


X sin 2nx dr. Le même changement de variable que dans le cas 1), 


et en tenant compte de l'identité préposée f ET :) = (5 1) 


ne cos (2 4) xz 
conduit à bin =0 (na =1, 2, a) 2695. — + > ( n + cos (2n +1) xz 


RUES 
2 É in 2 | 
sin 2n7z 
2696. 1—— D EE. 2697. sh1 | — + 2 S (— 1} x 
n= 1 n= 1 
L'cos is ET es © din nIT 
l l 10 5 
pp] 2e Xi —. 
n = 
4  sin2(n—{) ! € 
sin2(n—1)sxzr 
2699. a) ps D Dai b) 1. 2700. a) + ÿ (—1}nt1 x 
Nos 1 n= 1 


nfiz (2n—1) sr 


sin — RE = î = 
D 7 D pp — 20 0 Zn x 
n=1 FR | 
Xsin =, où b LA PAL x | b _ — 4, 
2 ? RH 7 [2 ET (2k+Ip JO AT ZE 
4x2 es cos - 
b) ———16 D, (—171 2702. a) —5 D, (— 1} x 
n= 1 n=0 
9 
1 EE 1 4 © cos(2n+1) nr 2 
X— QnE1ÿ  ? ) à 7 (2n+1)3 LS 
ñn = 
9 = 1  _2n 1 R cos2 
AT COS An TT 
Ta DS te Dm 
n=îÎ n=1 
Chapitre IX 


2704. Oui. 2705. Non. 2706. Oui. 2707. Oui. 2708. Oui. 2709. a) Oui; 
b) non. 2710. Oui. 2714. y—zxy —0. 2715. zy—2y—=0. 2716. y— 
— 2ry" —0. 2717. zdrtydy—=0. 2718. y'—y. 2719. 3y3—z—2ryy". 
2720. zxyy’ (ry®+1)—1. 2721. y—zy" In Te 2722. 2zy"+y’=0. 


2723. y°—y'—2y—0. 2724. y"+4y—0. 2725. y"—IyLy—=0. 2726. 
y"—0. 2727. y"—0. 2728. (14 y'2) y"—3y'y"2—0. 2729. y?—72— 05. 


2730. y—rex. 2731. y— —cosz. 2732. y = (— 567% + Des — des) 


2738. 2,593 (valeur exacte y—e). 2739. 4,780 (valeur exacte y— 
— 3(e—1)). 2740. 0,946 (valeur exacte y—1). 2741. 1,826 (valeur 
Cy 
exacte y= V3). 2742. ctgy=tgz+C. 2748, 2 ——— ; y = 0. 
V1+y° 


2744. 23H y®=]n Cz2. 2745. y—a+ . 2746. tgy=C (1—e*) ; 


Cz 
1+az 
2 
z—0. 2747. y—C sin r. 2748. 2e ? — Ve (1er). 2749. 1+y2— in: 


2750. y—1. 2751. arctg (z+y)=r+C. 2752 8r+2y+1—2tg SL 
2753. z H2y+31n|2z+3y—7|—C. 2754. 5x4 10y+C—31n]|10 


—5y +6 |. M5. P= ou EE 2756. 1n p— 


2 cos? ® 
_=c 2757. La droite y—Cz ou 


l’hyperbole =. AE La tangente est égale à 
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à 


4 2 = 
y? + (+) . 2758. y?—x2—C. 2759. y—Ce. 2760. y? = pr. 


x 
Ÿ zy az . 
2761. y—art. Indication. Par hypothèse — = —z. En 
Î yaz 
0 


dérivant deux fois par rapport à z, on en déduit l'équation différen- 
tielle. 2762. =. 2763. y— Vä—z1+2 ne, 2764. Le 
faisceau des droites y— kr. 2765. La famille d'’ellipses homofocales 
2r®+y®— C2. 2766. La famille d'hyperboles z?—y—C. 2767. La 


famille de cercles r?+(y—b)?—b?. 2768. y=zhe. 2769. y— 


x 
C 1 0 a ] a LL 
= +. 2770. z= CeV. 2771. (x—C)2—y2 = C2; (x—2)—y2—4 ; 


C 1 
y=+z. 2772. V/<+iiyl=c. 2773. Y= LT ; 2 =" 0: 


2774. (x2+y2)8 (x + y)2=C. 2775. y=z V 1 . 2776. (z+y—1)3— 


—=C(z—-y+3). 2777. 3z+y+21n|zt+y—1]—C. 2778. In|4rz+8y+ 
+5|+8y—4z=C. 2779. z®—1—2y. 2780. Le paraboloïde de révo- 
lution. Solution. D'après la symétrie le miroir est une surface 
de révolution. On fait coincider l'origine des coordonnées avec la 
source lumineuse ; l’axe OX est dirige suivant le faisceau de rayons. 
Si la tangente en un point arbitraire M (x, y) de la courbe intersec- 
tion de la surface cherchée avec le plan XOY forme avec l'axe OX 
l'angle y et le segment joignant l'origine e coordonnées au point 
tg q 
1—tg: 
tgp—7y". L'équation différentielle cherchée est y—yy’?—2zxy" et sa 
solution est y?—2Czr+C?. La section plane est une parabole. La sur- 
face cherchée est donc un paraboloïde de révolution. 2781. (x — y) — 
—Cy—0. 2782. z°=C (2y + C). 2783. (2y2—z2)$=Cz2. Indication. 


x ' 


M (x, y) l'angle «, alors tga—tg2p— . Or, tg a=—., 


Prendre en considération que l’aire est | y dx. 2784. y—Cr-xln|z|. 


a 
2785. y—Cr+ rt. 2786. y=—+ 4. 2787. z Vi+y?+cos y=C. 


Indication. L'équation est linéaire par rapport à zx et —. 


2788. s=Cy——.. 2789. y= +, 2790. y=—+ (2 VI=r+ 


: 1+z D Z ; “ 
+arcsinz) M 5. 279. y=——. 2792. y(r2+0Cz)=1. 
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2793. y? =—7r In . 2794. x? — 2795. y3 (3H Ce S*)— 7, 2797. zy — 


1 
y+ Cy?° 
= Cys+ as. 2798. y+z+ay=0. 2799. r=y ln. 2800. += 


z 
2801. z2?+y°—Cy+a=0. 2802. —+ry+yt=C. 2803. + pe + 
3 


4 3 
Hate C. 2804. sy+ 2r + EC. 2805. 22 + y — 


—2 arctg-Ÿ = C. 2806. z?—y=Cy3. 2807. Le 2. 2808.1n[z|— 


-£ec 2809. ++S=c. 2810. +inst+y=c. 


er. (x sin y—+ y cos y)ex=C. 2812. C241—20y) (x? + C?— 
2Cy)=—0 ; l'intégrale Res est z2—y2—0. 2813. L'intégrale 
générale est (y+C}=z:8; il n'y a pas d'intégrale singulière. 


2814. L'intégrale générale est (5-v+c) (2—#+c)-0; il 
n'y a pas d’intégrale singulière. 2815. L'intégrale générale est y°+- 


+C?—2Cz; l'intégrale singulière est z?—y?—0. 2816. y — - COS z +- 


+ Vin 2. 2847. { a 2818. ; z=eP+-peP+C, 


: y= p sin p+cos p+p+-C. y=pter. 
9h 
La solution singulière est y=—0. 2819. { ep Te 
y—=p?+2lnp. 


2820. 4y=21®+p?, In|p—z|=C+ 


P—z 

2821. In VrE+y+ arctg +=C, z=ln HE. La solution singu- 
lière est y—ex. 2822. y= + Cr - + y = + 2x. 
z=ln|p|—arcsin p+cC, 


z=Ce-P—2p+2, 
y=p+ Vi—pi. 


He { y=C(1+p) eP— p° +2. 


2824. { 


1 
LE 72 
= (Cp “—p), 
1 
y=+ (CP? +p?). Indication. L'équation différen- 


2825. 


tielle, qui permet de DÉRRONES æ comme fonction de p, est homo- 
gène. 2826. y—Cr+C?; y= ——. 2827. y—Crz+C; il n'y a pas 
de ue singulière. 2828. y — GE VIT: 22 y2— 1. 2829. y= 
= C++ ; ÿ®—=4zr. 2830. ry—C. 2831. La circonférence et la 
famille : ses tangentes. 2832. L'astroïde z°/° + y?/3— 92/5, 2833. a) 


983 


Homogène, y—zu; b) linéaire par rapport à x; z—uv; c) linéaire 
par rapport à y; y—uv; d) équation de Bernoulli ; y=uv; e) à variables 
séparables ; f) équation de Clairaut ; la mettre sous la forme y— 
—=21y" + Vy'$; g) équation de fagrange ; dériver par rapport à z; 
h) équation de Bernoulli ; y—uv; i) se ramène à une ation à 
variables séparables ; u—zxz—+}y; j) équation de Lagrange; dériver 
par rapport à zx; k) équation de Bernoulli par rapport à x; z—uv;: 
l) équation différentielle totale; m) linéaire; y—uv; n) équation 


de Bernoulli ; y—uv. 2834. a) sin += —In|z|+C;b) r=ye0vti. 


a : T | 
2835. ty Cp, 2886. y= ire 2897. sy (C—in?s) =1. 
2838. y—Cz+ClnC; la solution singulière est y—e-(x+l), 2839. y— 


—Cz+7V—aC, la solution singulière est pe. 2810. 3y+ 


4x 
[23 — 1] 1 ? L 2) — 
+ In +1 — C. 2841. 5 — €) — arctg y——- În (1 | y“) —C: 
1 


2842. y—z2(1+ Ce”). 2843. z—y2(C — eV). 2844. y—Ce TE 


sin z— 1. 2845. y—arz+C V1—22. 2846. y — ni (z+in|z[+0). 


2847. z—Cesiny—2a (1+sin y). 2848° +354 y+ In[(z— 3)10 X 


2 
X| y—1 [$]=C. 2849. 2 arctg 1 = ]n Cz. 2850. #1 À Ce LE 


2851. 23—Cev—y—2. 2852. 14 L+in|z1=C. 2853. y—z arcsin (Cz). 

2854. = Cet + À sin x + À cos z. 2855. zy—=C(y—1). 2856. z — 
3 

= Cev — + (sin y + cos y). 2857. py —C(—p1). 2858.x4 = Cet —y$— 1 — 


y À. 2850. (ay+ 0) (y+ C)—0. 2860. VA FE C 


C Vip? 1 —— 
Pt TE p°), 
2861. zev—y2=C. 2862.) © "pa p te @+V1+7) 
=2pz+ Vi+ pe. _ 
2863. y—reC*, 2864. 2ex—y4— Cy2. 2865. 1n | y+2 [+2 arctg SC. 
3 y 
7°2 , 1 9 a EE 
2866. y + Ce +20) 2867. zx?-y=Ce a 2868. z + F'Asnbe 


C— xt 
4 (2 —1)%/2 


2871 = #hG+Veta)+C 2872. (y—Cz)-(y2—22+C)=0. 
z+ Vas 


2869. y — . 2870. y—Csin r—a. 


934 


2873. y= Cet: y=+ Ve. 2874. 234 22y — yèr — y = C. 


2875. p?+4y?—Cys. 2876. y—r—1. 2877. y—r. 2818 y—2. 
2879. y—0. 2880. y=(sinrcoss). 2881. y = (22242544). 
2882. y—e-x+2r—2. 2883. a) y—zx; b) y— Cr, où C cest arbitraire ; 
le point (0 ; 0) est un point singulier de l'équation différentielle. 


2884. a) y?—z; b) y°—=2pr; (0; 0) est un point singulier. 
2885. a) (7—C}+y®=C?; b) il n'y a pas de solution ; c) x2+y?=7x ; 
æ 


(0 ; 0) est un point singulier. 2886. y—ev, 2887. y—(V/2a+ Vz)’. 
2888. y2—1—ex. 2889. r—Ceap, Indication. Passer aux coor- 
données polaires. 2890. 3y2—2r—0. 2891. r—kp. 2892. r2+(y—b)?=b?. 
2893. y?+-167—0. 2894 L'hyperbole y?—z2—=C ou le cercle z?+ 


+ y3= C?. 2805. y= + (er ex) Indication. Prendre en con- 


x x 
sidération que l'aire est | y dz et la longueur de l'arc [ V1+y'2 dz. 
0 0 


2896. z= + Cy. 2897. y2—4C(C+a—xr). 2898. Indication. 


Avoir en vue que la résultante de la force de pesanteur et de la 
force centrifuge est normale à la surface. En faisant passer l'axe OY 
par l'axe de révolution et en désignant par © la vitesse angulaire 
de rotation on trouve pour une section axiale plane de la surface 


cherchée l'équation différentielle e 4 — &2r. 2899. p—e0000167À, 
Indication. On peut admettre que la pression à chaque niveau 
d'une colonne d'air verticale est déterminée seulement par la pres- 
sion des couches qui lui sont supérieures. Utiliser la loi de Boyle- 
Mariotte, d'après laquelle la densité est proportionnelle à la pression. 


L'équation différentielle cherchée est dp— —Xp dh. 2900. s — _ kluw. 


I—Z 3 2901. s5— 


Indication. L'équation est ds—kw. j 
— (p+ ru) kl. 2902. T=a+(To—a)e”Àt, 2903. Dans une heure. 


2904. wo — 100 (=) t/m. 2905. En 100 ans il se désintègre 4,2% de 


5 
la quantité initiale Q@. Indication. L'équationest < = kQ-Q— 
t 


1600 
=Q@(+) . 2906. 1&35,2s. Indication. L'équation est 


1 \2 1 
2 —_— ———— ed 1 1 L À y 
x (À 2 dh=n (+) v dt. 2907. 102 - Indication. L'équa 
R 


tion est dQ— — KQ dh. Q=Q(+)". 2908. v + J/ 7 pour t+ 00 
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(k est un coefficient de proportionnalité). Indication. L'équa- 


tion est m = mg— kv®? ; VE" ch (2 14 . 2909. 18,1 kg. 


Indication. L'équation est 12 2910. i— 
R 
= ti 
= rar Sin ot Lo em un + Loe L Indication. L'é- 
quation est Ri+L Ÿ = Esinot. 29114. y=zln|z| + Ciz + C. 


2912. 1+ Ci— (a + \ . 2943. y=lnlex + Cl—z+ 0. 
2914. y—Cit+Caln|z]. 2915. y—CyeC3®, 2916. y—+ VCiz EC. 
2917. y=(1+C?)In|z+Cil—CirtCs. 2918. dir: In [sin Se 2 


Cas 
! a+ $ 
y=C. 2921. y — CieCax +. 2922. y = È + [Va + 


2919. y=+(nlzl+ Ciln|z] + C2. 2920. = In 
Ci 


+ C3 arcsin  ]+C 2993. y=(Ciet+i)r+Ce 292%. y—=(Cir— 
x 

— C?) cu + Ca; y=s +0 (solution singulière). 2925. y—CizX 

X(z—Cs)HCai5 y = T+C (solution singulière). 2926. y— + D+ 

+ Ciz In|r|+Cor+Cs. 2927. y—+ sin (Ci-kr)+-Cor+ Ca. 2928. y—13+3z. 

2929. y — + (2241). 2930. y—z+1. 2931. y—Cr. 2932 y— 


1+Cex. ae Ca 

= CT Ge? y=C. 2933. z—Ci+iln |. 2934. z=C;— 

| ÿ — Cu 2 2 — 
T, + |. 2935. z = Ciy res 2936. 2y?—4r?— 1. 
z2— 1 e— 1 Az 
2937. y=z+i. 2938.  . Z In|z]|ou V= 5 
+ In In|z|. 2939. y=+ 2940. y=+ 2. 2941. y—2ex. 

2 

2942. nr LAS 2943. y—ex. + —. 
ae . = 2 = 
2945. y — . 2946. y — He 2947. y—sec? z. 2948. = 

2 

—gin z+1. 2949. na") 2950. z=— Se". 2951. Il n'y a 


pas de solution. 2952. y—ex. 2953. y=2lnlz|—{À. 2954. y= 


536 


3 


2-1) f US : _ 
— CIGRE , À c (r+1)"+-C2 La solution singulière est y—C. 


2955. a bis” id La solution singulière est y— 


+ Me ss y—=1—eX; y—= … +e-x; la solution singulière est y— 
SR. 2958. Les circonférences. 2959. (z—C3)®—Cay® + kC3—0. 
Z—ZTQ 


2960. La chaînette y—=ach . Le cercle (rx— 0)? +y?=a2. 


2961. La parabole (z—r9)?—2ay—a?. La cycloïide r—z9—a (t—sint), 
y=a(l — cost). 2962. e%U+Cs — gec(az + C4). 2963. Parabole. 


q 
GH H* À H 7H * z+C 
a 


2964. y=— 5  — € +C,=ach + C2, où H 


est la tension horizontale constante et =. Indication. 


2 1+ +) ? 2965. L'équa- 


tion du mouvement est mind — 1 COS &). a ) du mouvement 


cest sf (sin a— cos a). 2966. s=—Inch (: V/sÀ). Indica- 


tion. L'équation du mouvement est mme k(S) 


2967. Dans 6,45 s. Indication. L'’équation du mouvement est 
ee = — 10 v. 2968. a) non; b) oui; c) oui; d) oui; e) non; 
f) non; g) non; h) oui. 2969 a) y”+y—0; b) y”—2y"+y=—0; 
c) z°y"—2xy" + 2y =0; d) y" —3y" + 4y° — 2y —0. 2970. y = 3r — 5x? + 
+978. 2971. y= 2 (Cisinz+ Ca cos x). Indication. Faire la 
substitution y—yqu. 2972. y—Ciz+ Colnz. 2973. y—A+Bzrt+zs. 
2974. y=+4r+ À. Indication. Les solutions particulières 


de l’équation homogène sont y, =x, y. La méthode dela varia- 


‘tion des constantes arbitraires donne G=5+4; s Cs= + +8. 


2975. y— = A+ B sin e-+ Cc08#-+n Jane 4e 2] + sin ln [ons 2 | — 
—z2cos zx. 2976. y—Cyex + Coeix. 2977. y — CieSx EL Ces 8. y = 
=Ci+Cex. 2979. y—Cicosz+C:sin zx. 2980. y—ex(Cicosr +C2:sinzx). 
2981. y—e"°x(Cicos3r + C:sin 3x). 2982. JC AE 2983. y=— 


Le (Cr VE 4 Ce = V3, 2984. Si k>0, y— Cie VR+Cse-*VR. 
x VS 


x 


si k<0, y=Cicos V —kz+Csin V—#z. 2985. y—e 2(Cje ? + 
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V5 x ue 
_—Z _ VvA1 
+ Ce ). 2986. y = € (ci cos = 24 Csin VAL : 
2987. y—4exzLeix, 2988. y—e"x. 2989. y—sin2r. 2990. y—1. 


2991. y=ach=. 2992. y—0. 2993. y—Csin nez. 2994. a) ze2x (Az? + 


+Bz4-C), b) Acos2r+Bsin2r; c) Acos2r+Bsin2r+Czr?e%x; 
d) e*(Acosr+Bsinz); eo) eX*(Ar°+Bz+C)+zre?x er : 
f) dal rud cos 27 +(Dzt+ Ez+F) sin 2]. 2995. y—(Ci+ 


+ Cox) ex ++ (2r°+4rz+3). 2996. y=e À (cicos 2 V3 coin? V3) + 
L 23 3z2. 2097. y=(Ci+ Canet ++ ex. 2998. dbulhir dis 
2999. y — Cier+Cuere + À ze. 3000. y — Cicosz+Cusinz+ + zsinr. 
3001. y = Ciex + Cre-2x —+(Bsin 274 cos 27). 3002 y—Ciex + 
L Ce + { S 35) e2x. 3003. y=(C1+ Cor) ++ cos z+ a ex 
Re. 3004. y=Cit Cest Ezt À cos 2r — sin 2x). 3005. y — 
— ex (C cos 224 C2 sin 22) + À ex sin 2r. 3006. y= cos 2r++ (sin z+ 


+ sin 2z). 3007. 1) z= C4 cos ot + C, sin ot + À sin pt; 2) z— 


P° 

= C4 cos at + CA sin &t— À £.c0s ot. 3008. y—Cie8x + Coelx — rex, 
2 

3009. y— ps AL PE 2 3010. y=ex(Ci+ Cort). 


3011. y—Ci+Cie”x +5 Lex à z. 3012. y— Cie-x + Ces + ex + 
+ L (3 cos 2r +sin 2r). 3013. y — Cit-Cerer+Ÿ z°— 5x. 3014. y=— 


—=Ci+Csex—3reï—z—2x1?. 3015. y=(ci+Cr+ts2) either. 


3016. y = (Ci cos 8z + C; sin Br) + 1 7 (sin 3z +6 cos + 

3017. y=(Ci+ Cortes) eat ET, 3018. y= Ci Cesx — 1 (CS + 
z 1 , zS e z 

+ 3sin D + . 3019. Chnntr-# e— Gz+i)——t . 


3020. y—CiettCse-*—rsinr—cosx. 3021. y—Cie-?x + Cie — 
— (sin 2r+ 200527). 3022. y = Cicos 2:+ Cysin 2 —+ (3 sin 254 
+2 cos 2x) HT. 3023. y—e*(Cicosz+C;sinz—2zcosx). 3024. y = 
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= Cie + Cserx Fe rrn e*. 3025. y= Ci cos 3x + Co sin 3r + 


+22 sin F6 cos z+ à (az—1) ex, 3026. y—Ciex + Cie-x + 


++ C—3r)+% (2z®—r)esx. 3027. y—C: + Cueès — 27ex — Ÿ z— 


—i 2. 3028. y— (ci+cz++) ex. 3029. y—Cie-3X LE Coex — 
Re 3030. y—Cicosr+C:sinr+ 


+7 cos 2+ + sin 2—— cos 32+ + sin 8. Indication. Trans- 


former le produit des cosinus en somme de cosinus. 3031. y — 
Cie” V2 4 Ce V2 rexsinr+excosr. 3032. y—Cicosz+C,sin r+ 
+coszin|ctg (545) |: 3033. y—Cicosr+C:sinrt+sinz-ln 87|: 
3034. y—(C;+Car)e*+ rex In|z|. 3035. dans Mas 

6. y—Cicosr+C:sinz-krsinz+coszin|cosxz[|. 3037. 
SE 3038. a) y— + 
+ Cie H(eX+He-x) arctg ex ; b) = Cie* Vas Ce-= Vire 


3040. L’équation du mouvement est À (=) =2—k(z+2); (k=1); 


r=2x / 2. 3041. z SR PES Ver Indica- 


tion. Si on mesure z à partir de la ositiOE de repos de la charge, on 
a nn his — 1), où x, est la distance du point de repos 


de la charge au point initial de suspension du ressort, L. est la 
longueur du ressort à l’état de repos; donc k(z5—!l)=4, par conséquent, 
4 d°x d°z 


an —k(z— y), où k=4, g=—981 cm/s*. 3042. m ne =k(b—z:)— 
—k(b+z) et z= c cos (: Vs). 3043. Lu = 


=V Si (64/35). 3044. a) r ——  (e eLe-ol), bp) r—0 5 D (eo! _ 


—e”®), Indication. L’ Re différentielle du mouvement 
_ —=@°r. 3045. y—Ci + Coex + Cel2x, 306. y—Ci + Cie”x LE Csex. 


E < 
3047. y=Cye-x be? (ca cos V3 24 Cysin VS +) + 3048. y=Ci+ 


+ Cort Cser V2 + Cye-* V2, 3049. y ex (Cy + Car+ Cart). 3050. = 

= ex (C; cos z+C, sin r)+e-x (Ca cos z+ Ce sin z). 30541. y = 

— (C4 LCox) cos 2r + (C3+ Car) sin 2x. 3052. y=Ci+ Cie x + 
x 


Le? (c cs V3 ,+c sin Æ z) . 3053. y—=(Cit+ Cor) ex + 
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(Ca Cax) e*. 3054. y — Cest + Csea% C3 cos ar + C4 sin az. 


3055. y= (Ci Cas) e VF + (C3 Ca z) e” V3x, 3056. y=Ci+Cez + 
+ Cacos az +Casinaz. 3057. y—Ci+Cor+(Ca+ Car) ex. 3058. y — 
—(Cit- Cor) cos r+(C3+Cax) sin z. 3059. y=e* (Ci+Cazt...HChzn1). 


3060. y— ide ex. 3061. y= Ci Cor +121 + 


V3 


x 
+328 + _ zâ + 5 25+4(C3+Cax) e*. 3062. y—Ciet te É (c: cos 5 + 


+ Ca sin VS) 5. 3063. y= Cat Cort Car + Ca x + 


1 : 83 , ‘1 
+ 70 (4 COS 4x — sin 4x). 3064. y= Cie + Cit Cart as + 
ne zitex (5-2) . 3065. y—Cie-*+ Ccos r+C;sinz+ 


12 2 4 
+ex (25). 3066. y—Ci+C: cos r-+Casinr+sec z+coszln|cosxr|— 
—tgzsinz+zsinz. 3067. y=e *+e É (co V3 + raser s)+ 


Lz— 2. 3068. y=(Ci+Cilna). +. 3069. y= C4. 3070. y— 
= Cicos(21nzx)+C,sin(21nz). 3071. y— Ciz+ Car? + Car. 3072. y — 
= Ci+ Ce (3r-+2)7*/3. 3073. y=Cy+ 3074. y— Ci cos (ln x) + 


+Cssin(inz). 3075. y= Ci + C4 E 2. 3076. y—(z+1)}2[C; + 


HColn(z+1)}+(z+138. 3077. y—z(Inz+Iln?z). 3078. y= Cicosz + 
+C:sinz, z—C,.cosr—Cisinz. 3079 y—e-*(C\cos z+C,sin x), 


eZ [(C:=2C3) cos z—(C1+20C) sin x]. 3080. y—(C1—-C2—Cir) ex, 


on di dE 3081. z— Ciet+e Ale cos V3: Cysin V3 4 :); 


Cite 7 (EVIZG 608 V3 + _ VIE Cs sin VE :) : 
2 2 2 2 
t Es 
z=Ciette 2 (ELVIZG 608 V5 à 4 G VIE GE sin VS à) L 


3082. r—Cie-t+Cuett, y—Cset+ Cet, 2 — (Ci + Ca) et + Coett. 
3083. y= Ci Ces (2242), 2= Caes —Ci+ (rx —1). 


3084. = Ci iss £= 201 C4 (Be 1)-8 sin 22 008 

TES . A 0 e*—6r+14, z2—(C;+Cor)e-x+5xz—9 
9" 2—=4, y—=14(1—e-x) — So z—= —9 A—e-x)+ 

La. 3086. z—4Â0et— 8eñt—etLGrt—1; y — — 20e7t + 8est + 


540 


2C “e. . x 
Hei4422440. 3087. = É: "- Gi - 3088. a) +99 y +a)u =C4, 


0: b) InV/z2+y2—= arctg — Co — 0, Indica- 
re ) + y g2+c VE 

dr dx 
T—y 2z+y 
l'intégrale première 1…n /z°+p°=arctg L+C. Puis, ayant recours 


aux propriétés des proportions der on a Le = — 


__ydy _._zdzt+y dy + 2412 
LEE AH D'où Inz In(z?bty)+lnC, et, par 
conséquent, EC. c) re z+Ly+tz=6. Indi- 
T8 + y° 
cation. En appliquant les propriétés des proportions différentielles 


. dr dy _ dz _dr+dy+dz, ,,,. … 
on a: y—z 27 2—y 0 ; d'où dr + dy + dz=0 et, 


tion. En intégrant l'équation homogène , on trouve 


par conséquent, z+y+z=C;. De même, Le TU VU. 2e 


z(y—2) y(z—zx) 2(z—y) 
= EI EE; zdr+ydy+zdz=0 et 22 y +2 = Co. Ainsi, 


les courbes intégrales sont les circonférences z+y+z=— Ci, z°+y?+ 
+z2—C,. Les conditions z =1, y—=1, z——2 donnent 


Ci=0, C:—6. 3089. y= Cyr — (8nt 212) z=1— 


—2Ce+ T(8lntz+lnz—1). 3090. y = Cie 


x V2 -xV2 Ca 


+ Cscosz + Casinz bLe*—2r, 2 —Cie — Ce — 7 C0Sz— 


Ca 1 __ vom COS & m * : 
7 Sins +. 3091. nt ), y = 


(Evo sin a+ me) (1e é J= 2e Le . Solution. ne 


dt 
dvy ne S 
= — kv,, mi — kvy— me avec les conditions initiales: pour 
t—=0, r9= yo = 0, De, VO COS sr Vy VO sin &æ. En intégrant on trouve 
U 
sue a; 
Vx=vocosae 7 , kvy+mg—(kvosin mas M, 3092 z— 
m 212 
= 4 COS “ue y = vw Vm TE EAU à = 1. Indica- 
Vm k Vm a muè - 
tion. Les équations différentielles du mouvement sont : ME = 
= — k?z; m LE = y. 3093. y——2—27—x12. 3,094. y— 


= (+7) een 5ste. 3095. a 284 


9 21 1 1 2 
Lim xt... 096. yen 274 tt — 
Fa" tant L V7 rate 
3097. y=s tt + + ; la série converge pour —1<r<1. 
z? z$ xt : 
3098. apr temps mort ; la série converge 
pour — 00 < r € 00. ication. Appliquer la none des 
coofficients indéterminés. 3099. y—1—-—— 3] zI + — 51 z6 — Too. 
la série converge pour — 00 < z < + oo. 3100. js, Le. 


tion. AH la méthode des coefficients indéterminés. 3101. y — 
zâ xs 

nn _ tan -zaat ee 

Indication. re la ne des  . indéterminés. 


3102. z—a (1-2 +2 © 40 + 18 ….). 3103. u— 


; la série converge pour |[z|< co. 


2 


= À cos“ sin +. Indication. Utiliser les conditions u (0, t)=0, 


sr dui(x, 0) 21 

u(l, t)=0, u(z, 0) =Asin — D e  — —=0. 3104. u — — _ au 
n= 1 

LL Ait Indication. Utiliser les conditions: 


: l 
u(0,t)—0, u(l, t}—0, u(zx, 0)=0, Ou 0) 


. n 
— cos nX) sin 


—=1. 3105 u— 


[se »] 
8h 4 . nx nat nñz : ù ee 
= y Sin —— D COS —— sin —— . Indication. Utiliser les 


ou (x, 0)_, 


ET u (0, t)=0, ul, t)—0, ur, 0)— 


conditions : 


2hz l 
HE ho: 7. D An cos 2H D En 
2h (1-1) pour Z <T< I. ux=0 
l 
X in MRUE, où les coefficients sont An= + . 
XS in EIRE à. Indication. Utiliser les conditions: 
u (0, t)—0, 20 D 0, w(z, = , 2€ D _ 0. 
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400 oo ; aïn2xi 
_ . RIZ 1003 : u 
3107. Ti > 5 (1—cos nn) sin 100 ‘‘ . Indication. 


ni 
Utiliser les conditions u(0,t)—0, u(100, t)=0, u(zx, 0) = 
= 0,01zx (100 — x). 


Chapitre X 


3108. a) <1°”;, <0,0023% ; b) <Limm; <0,26%; c) <L18; 
<0,0016%. 3109 a) <0,05; <L0,021% ; b) <L0,0005,; <L1,45% ; 
c) <0,0005 ; L0,16%. 3110. a) deux chiffres ; 48-103 ou 49.103, puis- 
que le nombre est compris entre 47877 et 48845; b) deux chiffres; 
15; c) un chiffre ; 6.102. Du point de vue pratique il y a lieu de 
mettre le résultat sous la forme (5,9 +0,1)-102. 3111. a) 29,5; 
b) 1,6-102; c) 43,2. 3112. a) 84,2 ; b) 18,5 ou 18,47 + 0,01 ; c) le ré- 
sultat de la soustraction n’a pas de chiffres exacts puisque la diffé- 
rence est égale à un centième pour une erreur absolue permise d’un 
centième. 3113*. 1,8 + 0,3 cm2. Indication. Appliquer la formule 
qui donne l’accroissement de l'aire du carré. 3114. a) 30,0 + 0,2; 
b) 43,7 +0,1; c) 0,3 + 0,1. 3115. 19,9 + 0,1 m2. 3116. a) 1,1295 + 
+ 0,0002 ; b) 0,120 + 0,006 ; c) le quotient oscille entre 48 et 62. Par 
conséquent, dans le nombre qui donne le quotient aucune décimale 
ne peut être considérée comme exacte. 3117. 0,480. Le dernier chiffre 
peut osciller d’une unité. 3118. a) 0,1729; b) 277-108; c) 2. 3119. 
(2,05 + 0,01)-103 cm2. 3120. a) 1,648; b) 4,025 + 0,001; c) 9,006 + 
+ 0,003. 3121. 4,01-105 cm2. L'erreur absolue est 6,5 cm°. L'erreur 
relative est 0,16%. 3122. Le côté de l'angle droit est Sal à 13,8 + 
0,2 cm, sina—0,44-+ 0,01; aœ—26%15 + 35’. 3123. 2,7 + 0,1. 
3124. 0,274. 3125. 11 faut mesurer la longueur du pendule à 0,3 cm 
près ; on prend trois chiffres pour les nombres x et g (d’après le 
principe d'équiinfluence). 3126. Mesurer les rayons et la génératrice 
avec une erreur relative de 1/300. On prend deux chiffres après la virgule 
Fe le nombre x (d’après le principe d'équiinfluence). 3127. Mesurer 
a grandeur L à 0,2% près et la grandeur s à 0,7% près (d’après le 
principe d'équiinfluence). 
3128. 


3129. 


z 
0 
1 
2 
3 
4 
5) 
( 
7 
8 
9 


md 
© 


Indication. Calculer les cinq premières valeurs de y et ayant 
obtenu Aëys—24 répéter le nombre 24 dans toute la colonne des 
différences du quatrième ordre. Après quoi le restant du tableau est 
complété à l’aide d'additions (en se déplaçant de droite à gauche). 
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3131. a) 0,211 ; 0,389 ; 0,490 ; 0,660 ; b) 0,229; 0,399; 0,491 ; 0,664. 
3132. 0, 1822 ; 0, Le Lu ar 0,2503. 3133. 1Lztrt as. 
3134. y= me +82 © De+8: y & 22 pour x — 5,5 :y— 
— 20 pour rs os ication. A calculant x pour y—20 pren- 
dre ypo—11. 3135. Le polynôme d'interpolation est y—z?—10z+1 ; 
y—1 pour z—0. 3136. 158 kg (approximativement). 3137. a) y (0, 5)— 


41, y(2)=11; b) (0,91, y(@=—3. ‘3138 —1,325. 


3139. 1,01. 3140. —1,86; —0,25 ; 2,11. 3141. 2,09. 3142. 2,45 et 
0,019. 3143. 0,31 et 4. 3144. 2,506. 3145. 0,02. 3146. 0,24. 3147. 1,27. 
3148. —1,88 ; 0,35 ; 1,53. 3149. 1,84. 3150. 1,31 et —0,67. 3151. 7,13. 
3152. 0,165. 3153. + 1,73 et 0. 3154. 1,72. 3155. 1,38. 3156. x — 0,83 : 
y —=0,56 ; zx — —0,83; y= —0, 56. 3157. z—1 ,67 ; y =1,22. 3158. 4,493. 
3159. + 1,1997. 3160. D'apres la formule des tEaDères on a 11,625: 
d’après la formule de Simpson on a 11,417. 3161. —0,995; —1 ; 
0,005 ; 0,5%; A—0,005. 3162. 0,3068 ; A —1,3-10-6. 3163. 0,69. 3164. 
0,79. 3165. 0,84. 3166. 0,28. 3167. 0,10. 3168. 1,61. 3169. 1,85. 3170. 
0,09. 3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93. 3175. 1,29. 
Indication. Employer les équations paramétriqu es de l’ellipse 
z = cos {, y—=0,6222 sin t et ramener la formule qui donne la longueur 


TT 


2 
de Farc à la forme | V/1—e cos? t dt, où e est l'excentricité de l'el- 


rt 2r11 
3 Stat 
Ha . 3177. y1 a db Y2 CESSE 1, 3 (x) — 


zÂ x3 


. ; xs za 1? 
lipse. ‘3176. m(d=, (= + (= 


723 - x$ 
Za (x) = 52 + 3r—2. 3178. y1 (x)—= x, y: (x) = x — 5 ds (x) =r— 


Lt. 3179. y (1) — 3,36. 3180. y (2) —0,80. 3181. y (1) — 3,72 ; 


2 (1) 22,72. 3182. y—1,80. 3183. 3,15 ; 3184. 0, 3185. y (0, de. 19: 

2 (0,5) — —3,15. 3186. y (0, 5)=0, 55. 2 (0. 5) = — 0,18. 3187. 1,1 6. 3188. 
0,87. 3189. r(x)— 3,58; z’(x7) — 0,74. 3190. 499 + 1730 cos = — 
1037 sin z—6321 cos 2 + 1263 sin 2x — 1242 cos 3x — 33 sin 3r. 3191. 

6,49 — 1,96 cos x +2,14 sin r —1,68 cos 2r +0,53 sin 2r — 1,13 cos 3r + 
+0,04 sin 3r. 3192. 0,960 -- 0,851 cos x + 0,915 sin z + 0,542 cos 2r + 
+ 0,620 sin 2x + 0,271 cos 3x + 0,100 sin 3r. 3193. a) 0,608 sin x + 
+. 0,076 sin 2z+ 0,022 sin 3r; b) 0,338+0,414 cos z +0,111 cos 2r + 
+ 0,056 cos 3z. 
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APPENDICES 


I. Alphabet grec 
Aa—alpha Hn — êta Nv —anu Tr —tau 
BB — bêta 66 — thêta EE —ksi Tv —upsilon 
Ty — gamma Ir —iota Oo —omicron Op—phi 
AB — delta Kz — kappa Nx — pi Xx —khi 
Ee —epsilon A — lambda Pp —rû Yp—psi 
Zt —dzèta Mu —mu 30 — sigma Qw — oméga 


Grandeur x | 1g x 


T 
2H 
LL 

2 
EL 
CA 
1 
TT 
rx 

Va 

x 

e 
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14 radian 
arc 1° 
& 


0,36788 


7,38906 


1,64872 
1,39561 


0,43429 
2,30258 


57°17'45" 


0,01745 
9,81 


1,56571 


0,86859 
0,21715 
0,14476 


1,63778 
0,36222 


2,24188 
0,99167 


inverses, puissances, racines, logarithmes 


III. Grandeurs 


6931 
7419 


3010 |0 
944 | 3222 10 


5,848 
S 


619 | 4624 


6, 


6, 
6, 


t= 
© 
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IV. Fonctions trigonométriques 


x° (tadians) sin x tg x cte x cos x | 
0 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 co 1,0000 | 1,5708 90 
1 0,0175 | 0,0175 | 0,0175 | 57,29 0,9998| 1,5533 89 
2 0,0349 | 0,0349 | 0,0349 | 28,64 0,9994 | 1,5359 88 
3 0,0524 | 0,0523 | 0,0524 | 19,08 0,9986| 1,5184 87 
4 0,0698 | 0,0698 | 0,0699 | 14,30 0,9976| 1,5010 86 
5 0,0873 | 0,0872 | 0,0875 | 11,43 0,9962| 1,4835 85 
6 0,1047 | 0,1045 | 0,1051 | 9,514 | 0,945] 1,4661 84 
7 0,1222 | 0,1219 | 0,1228 | 8,144 | 0,9925| 1,4486 83 
8 0,1396 | 0,1392 | 0,1405 | 7,115 | 0,9903| 1,4312 2 
9 0,1571 | 0,1564 | 0,1584 | 6,314 | 0,9877| 1,4137 81 
10 0,1745 | 0,1736 | 0,1763 | 5,671 | 0,9848| 1,3963 80 
11 0,1920 | 0,1908 | 0,1944 | 5,145 | 0,9816|] 1,3788 79 
12 0,2094 | 0,2079 | 0,2126 | 4,705 | 0,9781|] 1,3614 78 
13 0,2269 | 0,2250 1 0,2309 | 4,331 | 0,9744| 1,3439 17 
14 0,2443 | 0,2419 ! 0,2493 | 4,011 | 0,9703| 1,3265 76 
15 0,2618 | 0,2588 | 0,2679 | 3,732 | 0,9659| 1,3090 LE 
16 0,2793 | 0,2756 | 0,2867 | 3,487 | 0,9613| 1,2915 14 
17 0,2967 | 0,2924 | 0,3057 | 3,271 | 0,9563| 1,2741 73 
18 0,3142 | 0,3090 | 0,3249 | 3,078 | 0,9511| 1,2566 72 
19 0,3316 | 0,3256 | 0,3443 | 2,904 | 0,9455] 1,2392 11 
20 0,3491 | 0,3420 | 0,3640 | 2,747 | 0,9397| 1,2217 70 
21 0,3665 | 0,3584 | 0,3839 | 2,605 | 0,9336| 1,2043 69 
22 0,3840 | 0,3746 | 0,4040 | 2,475 | 0,9272|] 1,1868 63 
23 0,4014 | 0,3907 | 0,4245 | 2,356 | 0,9205| 1,1694 67 
24 0,4189 | 0,4067 | 0,4452 | 2,246 | 0,9135| 1,1519 66 
25 0,4363 | 0,4226 | 0,4663 | 2,145 | 0,9063|] 1,13%5 65 
26 0,4538 | 0,4384 | 0,4877 | 2,050 | 0,8988| 1,1170 64 
27 0,4712 | 0,4540 | 0,5095 | 1,963 | 0,8910] 1,0996 63 
28 0,4887 | 0,4695 | 0,5317 | 1,881 | 0,8829| 1,0821 62 
29 0,5061 | 0,4848 | 0,5543 | 1,804 | 0,8746| 1,0647 61 
30 0,5236 | 0,5000 | 0,5774 | 1,732 | 0,8660| 1,0472 60 
31 0,5411 | 0,5150 | 0,6009 | 1,6643 | 0,8572] 1,0297 99 
32 0,5585 | 0,5299 | 0,6249 | 1,6003 | 0,8480| 1,0123 58 
33 0,5760 | 0,5446 | 0,6494 | 1,5399 | 0,8387| 0,9948 97 
34 0,5934 | 0,5592 | 0,6745 | 1,4826 | 0,8290| 0,9774 56 
35 0,6109 | 0,5736 | 0,7002 | 1,4281| 0,8192| 0,9599 35 
36 0,6283 | 0,5878 | 0,7265 | 1,3764 | 0,8090 | 0,9425 54 
37 0,6458 | 0,6018 | 0,7536 | 1,3270 | 0,7986| 0,9250 53 
38 0,6632 | 0,68157 | 0,7813 | 1,2799| 0,7880 |] 0,9076 52 
39 0,6807 | 0,8293 | 0,8098 | 1,2349| 0,7771| 0,8901 51 
40 0,6981 | 0.6428 | 0,8391 | 1,1918 | 0,7660| 0,8727 50 
41 0,7156 | 0,6561 | 0,8693 | 1.1504 | 0,7547| 0,8552 49 
42 0,7330 | 0,6691 | 0,9004 | 1,1106 | 0,7431| 0,8378 48 
43 0,7505 | 0,6820 | 0,9325 | 1,0724 | 0,7314| 0,8203 47 
44 0,7679 | 0,6947 | 0,9657 | 1,0355 | 0,7193] 0,8029 46 
45 0,7854 | 0,7071 | 1,0000 | 1.0000 | 0,7071| 0,7854 45 
cos x ctg x tg x sin x (rndlatis) x° 
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V. Fonctions exponentielles, hyperboliques 
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VI. Quelques courbes remarquables 


4 Y 
(4 X 
0 X 


1. Parabole 2. Parabole cubique 3. Hyperbole équilatère 


a 1 
y = T*. y= TS. AnppEret 


Y 
1 
-1 0! 1 X 
4. Fonction y = : . 9. L'agnésienne y = : 
z° | 17° 
d ÿ 
X 
0 
0 X 
6. Parabole (branche 7. Parabole cubique 
supérieure) 1— 


y=Ÿz. 


y=Vr 


Sb. Parabole semi- 
cubique 
y = 213 ou 


[ z=t?, 
y =t5. 


(4 X 


10. Tangentoide et cotangentoide y=tgz et y—=ctgz. 


Po cosec T 


CH tt 
ML TISIANP, INSERT) 
Rd 


T2 CEF EF E 
ARE LISLL 
PHP RP IE 


12. Graphiques des fonctions trigonométriques 
inverses y—arcsinxz et y —=arccos z. 


37 | ; 3x | Arc ctg = 
E os ° 
e Ù A 

LL 4 


FL # ANNATLLE 
| eo e Ê Lernne-es 


x 


35 -5 —1 /10 0 2 3 
| | 
+ . + l y=Arc ctq x 
7 y=Arc tx . 
| DAT 1 
7. A Ï 
2 


13. Graphiques des fonctions trigonométriques 
inverses y—atctgz et y—arcctgz. 


14. Graphiques des fonctions exponentielles 
y=e* et y—=e"*x. 
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17. Graphiques des fonctions 18. Graphiques des fonc- 


pre es tions hyperboliques 
h — — ex h ex — ex 
y=SnZz— et y— tn z— ter et 
e* x ex x 
y=Cchz= sa < (chaïnette). y=cthr- = + = ; 
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19. Ellipse 20. Hyperbole 


ÉN E f T=acost, . za y. 
a le ai Loboine a? gs =1 ou 
z—=acht | 
Herr (pour la branche droite). 


OM=/4B 
21. Parabole 22. Folium de Descartes 23. Cissoide de 
y? = 2pz. 2$ + y3— 3azy —0 ou Dioclès 
0 y — à ou 
115 ? a—z 
3at? _ at° 
141: ET 
” at 
_ 1+E 


Afc0) a 25. Lemniscate de Bernoulli 


(#2 + y) = a? (22 — y?) 


na 


ou r° = a* COs 2. 


24. Stophoïde 


y? = 2° a+z 
a—r 


27. Hypocycloide (astroïde) 
z—=a cos) f, 
26. Cycloïde { y=asin?t, 
z=a(t—sint), 2, 2. 2 
{ y=a(i—cost). ou æ% Ly3 —a, 


28. Carbioïde 29. Développante de cercle 
r=a(i+ cos p). { z—=a(cost+tsint), 
y=a(sint—tcost). 
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30. Spirale d'Archimède r = ag. 31. Spirale hyperbolique 
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32. Spirale logarithmique 33. Rosace à trois boucles 
r = 29. r=a sin 3q. 


34. Rosace à quatre boucles 
r=asin 29. 


À NOS LECTEURS 
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